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Abschlussprifung Berufliche Oberschule 2009
Mathematik 13 Nichttechnik - A | - LOsung

Teilaufgabe 1.0

Gegeben ist die Funktion f(x) := 2'In[(x + 2)2 + 4] in der grofitmaoglichen Definitionsmenge
D¢ CIR. Ihr Graph wird mit G¢ bezeichnet.

Teilaufgabe 1.1 (4 BE)
Bestimmen Sie Dy, untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und bestimmen Sie ihr Verhalten

an den Randern der Definitionsmenge.

Definitionsmenge: (x + 2)2 +4>0  erfllltfurallex € IR
Nullstellen: (x + 2)2 +4=1  besitzt keine Losung, also keine Nullstellen
im  |2nlx+ 22+ 4] 5 oo im 2]+ 22+ 4] oo
X —> —00 X — o0
! !
oo oo

Teilaufgabe 1.2 (5 BE)
Untersuchen Sie G; auf Punkte mit horizontaler Tangente (Koordinaten und Art).

4.x + 8
[ Teilergebnis: f'(x) := L]

X +4x+8

. 2 4(x + 2 4-(x + 2
1. Ableitung:  f'(x) = —————2-(x + 2) = ( ) = ( )
x+2) " +4 X +4x+4+4 X +4x+8
Horizontale Tangenten: Xg = 4-(x + 2) =0 auflésen ,x — -2

Monotonieverhalten wechselt von
’&E streng monoton fallend (smf) zu
| streng monotonsteigend (sms)
| = Extremum ist Tiefpunkt
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Zahler neg pos
Nenner pos f(XE) - 2In(4)
f ]
) pos TP (-2, 2-In(4))
G; sms
Tiefpunkt
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Teilaufgabe 1.3 (9 BE)
Ermitteln Sie die Koordinaten der Wendepunkte von G; und bestimmen Sie die Gleichung der

Wendetangente in dem Wendepunkt, der auf der y-Achse liegt.

2. Ableitung:
2 ) )
f'(x) = 4.(X + 4-X + 8) —(Ax+8)-(2x+4) _ 4X°+16:X+32 - 8x° — 16X — 16X — 32
’ 2
(X2 + 4-X + 8) (X2 A s 8)
2
vereinfacht: £ (%) == —AxT-16-x

2
(x2 +4-X + 8)

0
Wendepunktsbedingung: Xy = —4~X2 - 16-x = 0 aufldsen,x — ( ] einfache Nullstellen
-4

1. Wendepunkt:  x\uq =—4  yyq = 2:In(8) = 4.159 WP (-4, 2:In(8))

2. Wendepunkt: x> =0 yw2 = 2:In(8) = 4.159 WP,(0,2:In(8)) liegt r?Uf der
y-Achse

Steigung der Wendetangente: f'(xwz) =1
Wendetangente: t(x) == f'(xwz)-(x - XW2) + f(xwz) t(x) = x + 2-In(8)
Teilaufgabe 1.4 (5 BE)

Zeichnen Sie G; unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse flir -8 < x < 4in ein kartesisches
Koordinatensystem. Tragen Sie auch die Wendetangente aus Aufgabe 1.3 in lhre Zeichnung ein.

[E

WPJ_ WP

y-Achse
N
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Teilaufgabe 2.0

4.x + 8
Wir betrachten nun die Funktion g(x) = f'(x) = _AXre mit D, = D; (siehe Aufgabe 1.2).

g
X +4x+8
Ihr Graph wird mit Gg bezeichnet.

Teilaufgabe 2.1 (6 BE)
Ermitteln Sie - unter Verwendung der Ergebnisse von Aufgabe 1 - die Nullstellen von g und die
Koordinaten und die Art der Extrempunkte von Gg .

4.x + 8
9(0) = —————

X +4x+8

Die Extremstellen von f(x) sind die Nullstellen von g, die Wendestellen von f(x) sind die
Extremstellen von g.

gx)=0 <& f'(x) =0 & Xg:= 2

g'(x)=0 & f'"(x) =0 e X1:=—4 Xp:=0

Xq = —4 bei G; Wechsel von rechtsgekrimmt (< 0) nach linksgekrimmt (> 0), also Tiefpunkt
von Gg

yq = g(xl) yp=-1 TPg(-4,-1)

Xy :=0 bei G; Wechsel von linksgekrummt (> 0) nach rechtsgekrimmt (< 0), also Hochpunkt
von Gg

yo = g(xz) yo=1 HPg (0,1)

Teilaufgabe 2.2 (5 BE)

Bestimmen Sie die Gleichung der Asymptote von Gg und zeichnen Sie Gg unter Verwendung der

bisherigen Ergebnisse fir -8 < x <4 in das Koordinatensystem von Aufgabe 1.4.

. 4.x + 8 . 4.x + 8
lim — 50 lim ——— >0

2 2
X—>—-00 x +4.x+8 X—>00 X +4-x+8

Zahlergrad von g kleiner Nennergrad von g: horizontale Asymptote Yo:=0

Zeichnung siehe 2.3 mit Flache
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Teilaufgabe 2.3 (5 BE)

Berechnen Sie in Abhangigkeit von ¢ den Inhalt A(c) der Flache, die Gg mit der x-Achse und der

Geraden mit der Gleichung x = c A ¢ > -2 einschlief3t, und untersuchen Sie, ob A(c)firc — o
endlich ist.

Wahlen Sie c: '
L O [ Y I A |
7 v
/\
o] V4 ;
. p i c=24
\ N\ 1
2 A :
C
< |
> // A(c)::J g(x) dx
| -2
/ —— ——
8-7 -6 -57-4-3721 o 1 2 3 4 5 B =218
/ =T !
/ |
x-Achse
— Gaphvon f
— — Wendetangente

@0@® \Vendepunkt 1

Wendepunkt 2

Flache

Graph von g

€ ¢ Tiefpunktvon g

€ @ Hochpunkt von g
Horizontale Asymptote von g

c
Flache: A(c) = J g(x) dx
-2

f ist Stammfunktion von g: A(c):=f(c) - f(-2) » 2~|n[(c + 2)2 + 4] - 2:In(4)

lim [2~In[(c + 2)2 + 4] - 2~In(4)] — 0 Die Flache A(c) ist also nicht endlich.
C > o
l
o0
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Teilaufgabe 3.0

Eine bayerische Gemeinde gab 2006 im Vorfeld der Fortschreibung des Flachennutzungsplanes
auf die kommenden Jahre eine Prognose fir die Entwicklung der Einwohnerzahl in Auftrag. Das
beauftragte Institut sollte aus folgendem Datensatz als mathematisches Modell eine reelle

Funktion N(t) aufstellen, die die Einwohnerzahl N in Abhangigkeit von der Zeit t in Jahren seit 1995

annahernd beschreibt und deren Wert fiir die weitere Entwicklung der Einwohnerzahl ab 2005
zugrunde gelegt werden sollen.

Fir den 1.1.1995 wird t = 0 gesetzt.
Auf die Mitfihrung von Einheiten kann im Folgenden verzichtet werden.
("Jahr (Stand am 1.1.)" 1995 .. 2000 2001 2002 2003 2004 2005 j

"Einwohnerzahl" 14416 ... 15446 15631 15805 15966 16127 16286

Teilaufgabe 3.1 (4 BE)

Um einen geeigneten Ansatz zu finden, sind folgende Fragen zu beantworten. Die Antworten sind
kurz zu begriinden. Gehen Sie dabei davon aus, dass die Naherungsfunktion zu jedem Zeitpunkt
die Eigenschaften hat, die sich aus den Werten der Tabelle ergeben.

A) Sollte die 1. Ableitung stets positiv oder negativ sein?

B) Sollte der Graph der Naherungsfunktion stets rechts- oder linksgekriimmt sein?

C) Hat die gesuchte Funktionsgleichung die Form y =m-x + b ?

A) Die Enwohnerzahl steigt, also sollte die 1. Ableitung positiv sein.

B) Die Anderungsrate (siehe unten) wird kleiner, deshalb sollte der Graph rechtsgekriimmt sein.

15631 — 15446 = 185 15805 - 15631 = 174 15966 — 15805 = 161 16286 — 16127 = 159

C) Nein, denn die 2. Ableitung der Geraden ware Null, also nicht rechtsgekrimmt.

Teilaufgabe 3.2 (5 BE)
Die Erkenntnisse von 3.1 legen nahe, den Ansatz fir eine beschrankte Wachstumsfunktion der

Form N(t) =C-a-e K it C,a k € IR" zu wahlen.
Bestimmen Sie aus den Einwohnerzahlen der Jahre 2000 und 2005 die Werte fiir a und k, wenn
gilt: C = 20000

[ Ergebnis: N(t) = 20000 — 5584.¢~ 004078t
-kt
N(t,a, k) := 20000 — a-e
N(5,a, k) = 15446 — 20000 — a-e 5K _ 15446 (1)
- 10-k
N(10, a, k) = 16286 — 20000 — a-e =16286 (2)
Gleichung (1) 4554 = a.e > X Gleichung (2) 3714 = a.e 10K
(1) 4554 e5.k
(2) 3714 759
In| —
. 4554 1 (4554 (619)
Logarithmieren: 5.k =In| —— ki=—:In| — k = —— k = 0.04078
3714 5 3714 5

4554 3456486
In (1) a= a=————— a = 5584

-5k 619

e
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Teilaufgabe 3.3 (3 BE)
Uberpriifen Sie, ob das Modell die Einwohnerzahl von 2003 richtig angibt und prognostizieren Sie
mit Hilfe des Modells die Einwohnerzahl fur 2030.

Gegeben:  N(t) := 20000 — 5584.¢~ -04078
Jahr 2003: N(8) = 15970
Tabelle: Nogoz = 15966 geringe Abweichung, Modell stimmt

Jahr 2030: N(35) = 18660

Teilaufgabe 3.4 (2 BE)
Beschreiben Sie die Bedeutung des Wertes von C im Sachzusammenhang.

Nach sehr langer Zeit: lim N(t) — 20000.0

t—> o

C = 20000 ist also die Obergrenze fir die Einwohnerzahl.

Teilaufgabe 3.5 (3 BE)

Berechnen Sie den Wert der 1. Ableitung d—N(t) an der Stelle t = 14 und interpretieren Sie dessen

dt
Bedeutung.
1. Ableitung: N'() = SN(t) = 227.7.¢ 004078
dt
Zeitpunkt t = 14: N'(14) = 128.652 gerundet:  N'(14) = 129

Das ist die lokale Anderungsrate am 01.01.2009, die Zuwachsrate in diesem Jahr betragt durch-
schnittlich 129.

Teilaufgabe 3.6 (4 BE)
Die Kanalisation der Gemeinde ist fur ca. 19000 Einwohner ausgelegt. Berechnen Sie, wann geman
dem Modell mit einer Uberschreitung dieser Einwohnerzahl zu rechnen ist.

N(t) = 19000 — 20000 — 5584-¢~ 004078t _ 19000

Aufldsen: tg:= N(t) = 19000 — 42.0

Nach 42 Jahren, also im Jahr 2037 wird die Einwohnerzahl voraussichtlich tiberschritten.
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