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Abschlussprifung Berufliche Oberschule 2011
Mathematik 12 Technik - Al - Lésung

Teilaufgabe 1.0

: ; ; x2 +2-ax+1 ; )
Gegeben sind die reellen Funktionen f,(x) = oxida mit a € IR in der maximalen
X+ 4-a

Definitionsmenge D, Der Graph einer solchen Funktion wird mit G, bezeichnet.

Teilaufgabe 1.1 (4 BE)
Geben Sie Dgan und bestimmen Sie die Art der Definitionsliicke.

2-x + 4-a=0 auflésen,x — —2-a = ID=IR\{ -2-a}
Nennernullstelle in Z&hler einsetzen: (—z-a)2 +2-a(-2a+1=0
2 2 :
= 4.3°-4a"+1=0 < 1=0 Widerspruch

Die Definitionsliicke ist also eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel.
Teilaufgabe 1.2 (6 BE)

Ermitteln Sie, fur welche Parameterwerte a die Funktion f, zwei verschiedene Nullstellen, genau
eine Nullstelle bzw. keine Nullstelle hat, und geben Sie die entsprechenden Nullstellen jeweils an.

\/az—l—a

fa(x) =0 & x2+2~a~x+1:O—>
2
—a-ya -1
Zwei Nullstellen, falls a2 —1>0 auflésen,a »1<ava<-1
X1=-a- a2—1 Xo = —-a+ a2—1
. 2 1
Eine Nullstelle, falls a~ —1=0 auflésen,a —
-1
a=-1 = xq1=1 a=1 = Xo=-1

Keine Nullstellen, falls a2 - 1<0 auflésen,a - -1<a<1
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Teilaufgabe 1.3 (6 BE)
Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte f,(x) fur |x| = o0 und bestimmen Sie die

Gleichungen aller Asymptoten des Graphen G,

x2 +2ax+1

L X 1

Polynomdivision: - -

2:Xx+4-a 2 2(2-a+Xx)
Schiefe Asympotote A, : g(x) = X

2

. X 1 . X 1

Grenzwerte: lim ——| > -0 lim |—+———| 5o
X002 2:(2-a+Xx) X o002 2:(2-a+Xx)

Vertikale Asympotote A,: X =-2.a

Teilaufgabe 1.4 (8 BE)
Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle der Funktion fa und ermitteln Sie damit Art

und Lage der Extrempunkte des Graphen G
(x + 2-a)2 -1
[ Mdgliches Teilergebnis: f'5(x) = —————— ]
2
2:-(x + 2-a)

(2 x+4-a)-(2:x + 2-a) - (x2 + 2-a-X + 1)-2 B 4-x2 + 8-a-X + 8-a2 - 2~x2 - 4.ax-2

fo(x) =
? (2-x + 4-a)2 (2-x + 4~a)2

2~x2 + 4-a-xX + 8~a2 -2 _ 2~[(x2 +2-a-X + 4~a2) - 1] _ (x + 2-a)2 -1

fo(x) =
? (2-x + 4~a)2 4-(x + 2~a)2 2-(X + 2-a)2

1-2a
Horizontale Tangenten:  (x + 2.a)2 —1=0 auflésen,x — ( j
-2-a-1

XE1:—2'a—1 XE2:—2'a+1
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Vorzeichentabelle und Monotonieeigenschaften:

1
HP Pol TP

| =
Zahler + - - S+
Nenner + S T R
\. AN
k) * S
G, sms 'smflsmf | sms

(-2a- 1%+ 2a(2a-1)+1

fo(-2-a-1) = vereinfachen —» f,(-2.a-1)=-a-1
a ) 2.(2-a-1)+4a al )
2
(-2-a+1) +2a(2a+1)+1 ,
fa(-2-a+1) = vereinfachen —fy(1-2-a)=1-a
2/(2a+1)+4a
HP(-2-a-1,-a-1) TP(-2-a+1,1-2a)

Teilaufgabe 1.5 (3 BE)
Zeigen Sie, dass unabhangig von a der Tiefpunkt T (-2a+ 1/ —-a + 1) und der Hochpunkt

Ha(-2a -1/ —a - 1) des Graphen G, immer denselben Abstand voneinander haben.

Abstand Uber Pythagoras:

D(a) =y [(-2:a+ 1) - (-2:a- 1]% + [(ca+ 1) — (-a— 1)]° vereinfachen —» D(a) = 2+/2
unabhéangig von a

Teilaufgabe 1.6 (5 BE)
Setzen Sie a = —1 und zeichnen Sie den Graphen G_ 1 mit seinen Asymptoten fir -3 <x <6

in ein kartesisches Koordinatensystem. Mal3stab: 1 LE = 1 cm.

x2—2-x+1

00 =—""2

"' -3 -2 -1 0O 1 15 25 3 4 5 6
Werte =
"y -16 -1.1 -0.7 -03 0 -0.3 23 2 23 27 31
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y-Achse

X-Achse

Flache

Graph von f

@0@® Kurvenpunkte
Schiefe Asymptote
=+ = \/ertikale Asymptote

Teilaufgabe 1.7.0
1

2x—-4

X
Fir a = -1 erhalt man nach entsprechender Umformung die Funktion f_ q(x) = 2 +

in ihrer maximalen Definitionsmenge D_ 1.
Der Graph G_ 1 begrenzt mit den drei Geraden mit den Gleichungen y =0, x = kund x =k + 1
mit k € IR und k > 2 ein Flachenstiick A.

Teilaufgabe 1.7.1 (9 BE)
Kennzeichnen Sie fur k = 3 das Flachenstuck Agim Schaubild der Aufgabe 1.6 und zeigen Sie,

dass fur die von k abhangige Flachenmaf3zahl F des Flachenstlcks A gilt:
1 1 k-1

F(k)y=—k+—=+1In
2 2 k-2

(k+1
Flachenmaf3zahl: F(k) = X + ! dx
J 2 2x-4
k
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2
Stammfunktion: |r (i + ! jdx = M + x
J 2 2x-4 2 4
2
60 In(jx-2])  x°
2 4
2
S+ 1) - In(Jk - 1/) GRS
4
2
600 In([k - 2|) L
2 4
Flachenmaf3zahl: F(k) := G(k + 1) — G(Kk)
2 2
F) - in(fk=1) in(jk-2[) Kk~ GRS
2 2 4 4
K k In(|k - 1|) In(|k - 2|) 1 Die Zusammenfassung der Logarithmusterme
Flk) = 5 + 2 - 2 + 4 liefert die Behauptung.

Teilaufgabe 1.7.2 (9 BE)
Bestimmen Sie den Parameterwert k so, dass die FlachenmafRzahl F ihren absolut kleinsten
Wert annimmt.

e znl=)
F(k):===|k+—=+1In
2 2 k-2

F'(k)::l-{l+ k—2.(k—2)—(k—1)}
2 k-1

1 1
- +
2.(k-1) 2(k-2)

F(k) = %[ﬂ + 1} = _.[_1 +(k=2)-(k- 1)}

(k- 2)°

F (k) = =
B 2

(k —2)-(k - 1) 2| (k-2)(k-1)

Horizontale Tangenten: -1+ (k- 2)-(k - 1) = 0 vereinfachen — K>-3k+1=0
V5 3
— + —_—

2 2 2 2.618

km —3-k+1=0 auflésen, k — =
3 +/5 0.382 ) nicht definiert
2 2
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Funktionswert: F(2.618) = 2.04
Vergleich mit den Randwerten: lim l K+ 1 +1In k=1 — 0
ko2 2 k-2

. 1 1 k-1
lim {—'(k+—+ln( D} —
K = oo L2 2 k-2

Also fur k = 2.618 absolutes Minimum.

Teilaufgabe 2.0

Nach einem Modell des britischen Okonomen Thomas Malthus kann die Zahl B der Weltbe-
volkerung in Abhangigkeit von der Zeit t (in Jahren) naherungsweise durch folgende Funktions-
aleichung beschrieben werden, wobei Einheiten werden nicht mitgefiihrt werden:

B(t) = Bo~er't wobei giltt € IRund t >0 sowier € IRund r > 0.
Dabei gibt B die Bevolkerungszahl zum Zeitpunkt t = 0a, 1.1.1800 an und r ist ein Maf3 fur die

Wachstumsrate der Bevolkerung.
Am 1.1.1950 betrug die Weltbevodlkerung etwa 3.7 Milliarden Menschen, und am 1.1.2050 werden

etwa 9.5 Milliarden Menschen weltweit erwartet.

Teilaufgabe 2.1 (5 BE)

Zeigen Sie, dass fur die Werte von By und r gilt: B = 0.90-109 und r = 9.43.10 3.

150- 9
Bp-e = 3.7-10 auflosen, Bo. T

(BO r):: — (9.0e8 0.00943)
BO.e250-r _ 9_5'109 Gleitkommazahl, 3

Bo:9><108 r=943x10 >

Teilaufgabe 2.2 (3 BE)
Stellen Sie die Entwicklung der Weltbevdlkerung zwischen 1.1.1800 und 1.1.2050 mit einem
geeigneten Mal3stab graphisch dar.

3

B(t) = 9.108.e9.43-10 -t
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1x10™® : t
9 SR SR NER-OE
10 / 0 9-108
8x10° 50 1.4-109
. | / 100 2.3-109
=10 | 150 3.7-109
T, — Bty 200 5.9-109
_ | 250 9.5-109
< 5x10° | /
4x10” /
3102 - / 77777 = B{ty) Graphik:
9 |
2x10 | —
/ : t2 = tl + At
1x10% ‘
3 B(tp) = 2:B(1)
0 50 100 150 200 250 300
Zeitt in Jahren

Teilaufgabe 2.3 (5 BE)
Entnehmen Sie einer entsprechenden Markierung im Diagramm der Aufgabe 2.2 zu einem be-
liebigen Zeitpunkt t das Zeitintervall At, fur das folgende Bedingung gilt: B(t + At) = 2-B(t)

Zeigen Sie durch Rechnung, dass das Zeitintervall At unabhéangig vom Zeitpunkt t ist, und be-
rechnen Sie At auf eine Nachkommastelle gerundet.

B(ty) = 2.93x 10° 2-B(t;) = 5.85x 10° in etwa gleich mit:  B(ty) = 5.93x 102
B(t+ At) = 2-B(t) & Boe ("W =2yt & BM=2

1 we -
& At:= —:In(2) At = 73.504 unabhéngig von t

r
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Teilaufgabe 2.4 (7 BE)

Die naturliche Tragfahigkeitsgrenze der Erde ist der Zeitpunkt t1, an dem die Maf3zahl der zur

Verfiigung stehenden Nahrungsmittel N(t) = 2.5~107.t + 2.0~1O9 mitt € IRund t>0

(t in Jahren) nicht mehr groRer ist als die Zahl der Weltbevolkerung B (t).

(Eine Nahrungsmitteleinheit entspricht zur Vereinfachung dabei einer Bevilkerungseinheit.)
Bestimmen Sie mithilfe des Newtonverfahrens den Zeitpunkt ts. Benutzen Sie als Startwert

tg = 210, fuhren Sie nur einen Naherungsschritt durch, runden Sie das Ergebnis auf ganze Jahre

und geben Sie auch das entsprechende Jahr unserer Zeitrechnung an.

0 50 100 150 200 250

Zeitt in Jahren

—— Graph von B

00® Kurvenpunkte

==== Graphvon N

><>< Gemeinsame Maf3zahl

1x10*2 tTc*
9x10° | 4
o1 v B(1) = 9.10% 694310
. J TG)
7x10 , : 7 9
. 9 Ve | N(t) =2.5-10 -t + 2.0-10
;= 6x10 !
z R ‘
= 5 10° p) !
= x10 7 :
= ° A ! Gemeinsame Mafzahl:
@ 4x10 g :
9ol I /‘ |
3x10T 7 / | B(t) = N(1)
/ |
2x10° |
L v | B() - N() =0
1x10 ;
‘ Differenzfunktion:

300

D(t) = B(t) — N(t)

Konkrete Differenzfunktion:

Ableitungsfunktion:

Newton-Algorithmus:
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9 0.43.10 °.x

D(x) := 0.9-10" -e = 2510 x - 2.10°
6 9.43.10 >.x 7
D'(x) := 8.487-10"-¢" ~25.10
8
D(210) = —7.296 x 10
. 7
D'(210) = 3.649 x 10
Xt = D(210) _ ;.9 995 X = 230
TG T Dl (210) - ) TG -

Zeitrechnung: Das Datum ist der 1.1.2030



