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Quelle: Akademiebericht 468
Band 2a, Sekundarstufe II
Differenzen- u. Differentialquotient
___________________________

Differentialrechnung 
- Physikalische Anwendung der Änderungsrate - 

 Theorie

 Der Differenzenquotient entspricht anschaulich der Steigung der Sekante, die die Punkte
 P(x0 / f x0 ) und Q(x0 h  / f x0 h )  verbindet.

 Rechnerisch entspricht das der durchschnittlichen Änderungsrate Δy  im Intervall Δx.  

 
Δy

Δx

f x0 h  f x0 

h
=       

 
 In der Physik: Durchschnittliche Geschwindigkeit

 Die lokale Änderungsrate ist definiert als die durchschnittliche Änderungsrate in sehr
 kleinen Zeitintervallen Δx, also in guter Näherung die Ableitung an einer Stelle x0 ,

 kurz f' x0 .

 f' x( )
0h

f x0 h  f x0 

h









lim


=

 In der Physik: Momentane Geschwindigkeit.
. 

 Aufgabe
 Der bei einer Bewegung eines Körpers zurückgelegte Weg entlang einer Geraden lässt 
 sich modellhaft und ohne Einheiten durch folgende Funktion beschreiben: 

y f t( )= 2 t
3 10 t

2 20 t 30=
 a) Beobachten Sie die Änderungsrate und die Momentangeschwindigkeit.
 b) Skizzieren Sie die Funktionen f t( ), f' t( ) und f'' t( ) in einem gemeinsamen Diagramm
     und erklären Sie ihre physikalische Bedeutung.
.

___________________________
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Quelle: Akademiebericht 468
Band 2a, Sekundarstufe II
Differenzen- u. Differentialquotient
___________________________

Teilaufgabe a)

Wählen Sie den Zeitpunkt:

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5

20

40

60

80

100

120

140
Änderungsrate

t-Achse

y-
A

ch
se

x0
 Mathematik: x0 3.60

 Steigung:         f' x0  25.76

 Krümmung: f'' x0  23.20

   

 
 
 Physik:      t0 3.60s  

 Ort:            y0 65.71m

 Geschwindigkeit: v0 25.76
m

s


 Beschleunigung:  a0 23.20
m

s
2

  

.  
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Quelle: Akademiebericht 468
Band 2a, Sekundarstufe II
Differenzen- u. Differentialquotient
___________________________

Teilaufgabe b)

Wählen Sie den Zeitpunkt:

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5

20

20

40

60

80

100

120

140

160

180
Funktion und Ableitungen

Zeit t in s

F
un

kt
io

ns
w

er
te

 v
on

 f
, f

 ' 
un

d 
f 

''

t1

Zeitpunkt t1 in s:

t1 4.4
Gf Ort y0 in m:

y1 94.8

Steigung:  

m1 48.2

Krümmung:

f'' t1  32.8Gf '

Momentangeschwin-

digkeit v1  in 
m

s
:Gf ''

v1 48.2

Beschleunigung a1 in 
m

s2
:

a1 32.8
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Quelle: Akademiebericht 468
Band 2a, Sekundarstufe II
Funktion und Ableitungen
___________________________

Differentialrechnung 
- Funktion und Ableitungsfunktionen - 

 Aufgabe
 Gegeben ist eine Funktion f mit ihren Ableitungen f ' und f ''. 
 a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f, f ' und f ''.
 b) Zeichnen Sie die Graphen von Funktion und Ableitungsfunktionen und markieren Sie 
     Nullstellen, Extrempunkte und Wendepunkt.

Funktionsterm: f x( )
1

3
x

3
1

2
x

2 2 x

Nullstellen:

f x( ) 0=
x

3

3

x
2

2
 2 x 0= auflösen x

0

105

4

3

4


3

4

105

4




















0

3.312

1.812











1. Ableitung: f' x( )
x

f x( )
d

d
x

2
x 2

Nullstellen der 1. Ableitung:

xE f' x( ) 0= x
2

x 2 0= auflösen x
1

2











2. Ableitung: f'' x( )
2

x
f x( )

d

d

2
2 x 1

Nullstellen der 2. Ableitung:

xW f'' x( ) 0= 2 x 1 0= auflösen x
1

2


___________________________
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Quelle: Akademiebericht 468
Band 2a, Sekundarstufe II
Funktion und Ableitungen
___________________________

Wählen Sie den Kurvenpunkt:

4 3 2 1 0 1 2 3 4

4

3

2

1

1

2

3

4
Graph von f

x-Achse

y-
A

ch
se

4 3 2 1 0 1 2 3 4

4
2

2

4

6

8

10
Graph von f '

x-Achse

y-
A

ch
se

4 3 2 1 0 1 2 3 4

10

5

5

10
Graph von f ''

x-Achse

y-
A

ch
sex0 3

Kurvenpunkt "Normaler Punkt"

Monotonie "streng mon. steigend"

Krümmung "linksgekrümmt"

___________________________
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Quelle: Akademiebericht 468
Band 2a, Sekundarstufe II
Krümmung, Flach- u. Wendepunkt
___________________________

Differentialrechnung 
- Graph mit Flachpunkt und Wendepunkt - 

 Theorie
 Es gibt Funktionen, deren zweite Ableitung eine mehrfache Nullstelle x0  hat. Dann hat 
 zumindest die dritte Ableitung ebenfalls die Nullstelle x0.   

 Definition
 Gegeben sei eine mindestens zweimal differenzierbare Funktion f mit x ∈   Df   ⊆   IR . 

 Eine Stelle x0 
∈

 
  D

f   heißt Flachstelle von f, wenn gilt: f'' x0  0=  .

 Der Punkt  x0 f x0    heißt Flachpunkt .

 Ist die Nullstelle der zweiten Ableitung eine Nullstelle mit ungerader Vielfachheit 
 (= Nullstelle mit Vorzeichenwechsel), so ist der Flachpunkt ein Wendepunkt.
 
 Ist zusätzlich die Nullstelle der zweiten Ableitung auch eine Nullstelle der ersten 
 Ableitung, so gibt es zwei Fälle:
 (1) f' x0  0=   und x0  hat ungerade Vielfachheit n 3  .

      ⇒  Der Flachpunkt ist Extrempunkt.
 (2) f' x0  0=   und x0  hat gerade Vielfachheit n 2  .

      ⇒  Der Flachpunkt ist Wendepunkt mit horizontaler Tangente, also ein 
      Terrassenpunkt.

 Aufgabe 3

 Gegeben sind die Funktionen f x( )
1

1000
2 x

5 35 x
4 200 x

3 520 x
2    

 mit  x ∈ IR.

 a) Untersuchen Sie die Graphen der Funktionen auf Flachpunkte und charakterisieren Sie 
     diese.
 b) Bestimmen Sie jeweils die Tangentengleichungen t in den Flachpunkten.
 c) Zeichnen Sie den Graphen Gf der Funktionen fi und die ermittelten Tangenten.

Teilaufgabe a) 

1. Ableitung: f' x( )
1

1000
10 x

4 140 x
3 600 x

2 1040 x 

 2. Ableitung: f'' x( )
1

1000
40 x

3 420 x
2 1200 x 1040 

___________________________
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Quelle: Akademiebericht 468
Band 2a, Sekundarstufe II
Krümmung, Flach- u. Wendepunkt
___________________________

Nullstellen der 2. Ableitung:

xF f'' x( ) 0= auflösen

2

2

13

2
















x1 xF1
 doppelte Nullstelle an der Stelle  x1 2 , also Flachpunkt. 

x2 xF3
 einfache Nullstelle an der Stelle  x2 6.5 , also Wendepunkt.

Teilaufgabe b)

Tangente im Flachpunkt:

tFP x( ) f' 2( ) x 2( ) f 2( )[ ]
16 x
25


38

125


berührt den Graphen, Krümmung ändert sich nicht.

Tangente im Wendepunkt:

tWP x( ) f'
13
2







x
13

2






 f
13
2













3211 x
1600


107653

16000


durchsetzt den Graphen, Krümmung ändert sich.

Teilaufgabe c)

10 5 0

5

10
Tangente im Wendepunkt

x-Achse

y-
A

ch
se

6.5

10 5 0

5

10
Tangente im Flachpunkt

x-Achse

y-
A

ch
se

2
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Quelle: Akademiebericht 468
Band 2a, Sekundarstufe II
Krümmung, Flach- u. Wendepunkt
___________________________

12 10 8 6 4 2 0 2 4

2

2

4

6

8

10

Graph von f

Graph der 2. Ableitung

Tangente

Kurvenpunkt

Funktion, 2. Ableitung, Tangente 

x-Achse

y-
A

ch
se

6.5 2

Faktor für die Tangente:

Wählen Sie x0:

x0 5.7

___________________________
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Quelle: Akademiebericht 470
Band 2c, Sekundarstufe II
Analysis, Krümmungskreise 
___________________________

Differentialrechnung
- Typische Krümmungskreise - Aufgaben -

 Aufgabe 1

 Gegeben ist der Funktionsterm  f x( )
1

1000
2 x

5 35 x
4 200 x

3 520 x
2   

  mit x ∈ IR.
 a) Bestimmen Sie das Krümmungsverhalten des Graphen Gf der Funktion f .
 b) Stellen Sie das Maß der Krümmung am Graphen Gf  mit Hilfe der Krümmungskreise 
     dar.
 c) Interpretieren Sie die Nullstellen der 2. Ableitung im Diagramm des Krümmungskreis-
     radius und der Krümmung.

Teilaufgabe a)

1. Ableitung: f' x( )
x

f x( )
d

d

x
4

100

7 x
3

50


3 x
2

5


26 x
25



 2. Ableitung: f'' x( )
2

x
f x( )

d

d

2 x
3

25

21 x
2

50


6 x
5


26

25


zweifache Nullstelle, also Flachpunkt
x0 f'' x( ) 0= auflösen x

2

2

13

2















einfache Nullstelle, also Wendepunkt

Abrufen der Nullstellen der 2. Ableitung: WP x03 Flachpunkt: FP x01

10 8 6 4 2 0 2

6

4

2

2

4

6
Graph der 2. Ableitungsfunktion

x-Achse

y-
A

ch
se

WP FP
f'' x( ) 0 auflösen x x

13

2


Graph Gf ist rechtsgekrümmt 

f'' x( ) 0 auflösen x
13

2
 x

Graph Gf ist linksgekrümmt 

⇒ WP 6 f 6( )( )

WP 6
666

125








⇒ FP 2 f 2( )( )

FP 2
122

125








___________________________
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Quelle: Akademiebericht 470
Band 2c, Sekundarstufe II
Analysis, Krümmungskreise 
___________________________

Krümmungskreisradius: Krümmung:

k x( )
f'' x( )

1 f' x( )
2 

3

2


r x( )

1 f' x( )
2 

3

2

f'' x( )


Teilaufgabe b)

Berührpunkt Kreis:

14 12 10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
2

2

4

6

8

10

12

14

16

Kurve

Kreis

Mittelpunkt

Berührpunkt

Kurve mit Krümmungskreis

x-Achse

y-
A

ch
se

26
Kurvenpunkt:

x1 3.5

Berührpunkt: 

B 3.5 2( )

Krümmungskreisradius: 

r x1  7.69

Krümmungswert: 

k x1  0.13

10 5 0 5

10

10

20
Krümmungskreisradius

x-Achse

y-
A

ch
se

6 2

10 5 0 5

3

2

1

1

2
Krümmung

x-Achse

y-
A

ch
se

6 2
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Quelle: Akademiebericht 470
Band 2c, Sekundarstufe II
Analysis, Krümmungskreise 
___________________________

Teilaufgabe c)

Nullstellen der 2. Ableitung:

x0 f'' x( ) 0=
x

3

25

21 x
2

50


6 x
5


26

25
 0= auflösen x

2

2

13

2
















Abrufen der Nullstellen: im Krümmungsdiagramm: beim Krümmungskreisradius:

xW 6.5 Nullstelle mit Vorzeichen-
wechsel, also Wendepunkt.

Polstelle mit Vorzeichen-
wechsel, Radius unendlich.

xF 2 Nullstelle mit Vorzeichen-
wechsel, also Flachpunkt.

Polstelle ohne Vorzeichen-
wechsel, Radius unendlich.

Anwendung in der Technik
Die Krümmung hat auch eine wichtige physikalische bzw. ingeneurstechnische Bedeutung, 
denn ohne die Krümmung wäre der Bau von Straßen, wie wir ihn kennen, gar nicht 
möglich.

Straßenführung auf der Insel Teneriffa

___________________________
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Quelle: Akademiebericht 470
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___________________________

 Aufgabe 2

 Gegeben ist eine Exponentialfunktion mit dem Funktionsterm f x( ) e
x  mit x ∈ IR.

 a) Bestimmen Sie die Funktion der Krümmung am konkreten Beispiel der e-Funktion.
 b) Bestimmen Sie den Punkt P, in dem die e-Funktion am stärksten gekrümmt ist.
 c) Bestimmen Sie für diesen Fall auch den Krümmungskreis.
 d) Stellen Sie Funktion, Evolute (= geometrischer Ort der Krümmungskreismittelpunkte) 
     und Krümmungskreis graphisch dar

Teilaufgabe a)

1. Ableitung: f' x( ) e
x

 2. Ableitung: f'' x( ) e
x

Krümmung:

k x( )
f'' x( )

1 f' x( )
2 

3

2

 k x( )
e
x

e
2 x

1 
3

2



Teilaufgabe b)

1. Ableitung der Krümmung:

k' x( )
x

k x( )
d

d
 k' x( )

e
x

2 e
3 x

e
2 x

1 
5

2



Horizontale Tangenten:

xE k' x( ) 0=
auflösen x

annehmen x reell=
ln 2( )

2


2. Ableitung der Krümmung:

k'' x( )
x

k' x( )
d

d
 k'' x( )

e
x

10 e
3 x 4 e

3 x 
5

3


e
2 x

1 
7

2



___________________________
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Quelle: Akademiebericht 470
Band 2c, Sekundarstufe II
Analysis, Krümmungskreise 
___________________________

k'' xE  8 3
27

 > 0 d.h.: Das Extremum ist ein rel. Maximum

yE f xE  yE
2

2
 P xE yE  P

ln 2( )

2


2

2











Teilaufgabe c)

xM x( ) x
f' x( ) 1 f' x( )

2 
f'' x( )

 x e
2 x 1 xM xE  ln 2( )

2


3

2


yM x( ) f x( )
1 f' x( )

2
f'' x( )

 e
x

2 e
x yM xE  2 2

Mittelpunkt: M xM xE  yM xE   M
ln 2( )

2


3

2
 2 2







Radius: r x( )
1 f' x( )

2 
3

2

f'' x( )
e

x
e

2 x
1 

3

2
 r xE  3 3

2


___________________________
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Teilaufgabe d)

Berührpunkt:

8 7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3
1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Kurve

Krümmungskreis

Evolute

Mittelpunkt

Berührpunkt

Kurve mit Krümmungskreis und Evolute

x-Achse

y-
A

ch
se

x1

Kurvenpunkt:

x1 1.2

Krümmungskreisradius: 

r x1  3.78

Krümmungswert: 

k x1  0.26

3 2 1 0 1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

8
Krümmungskreisradius

x-Achse

y-
A

ch
se

x1

4 3 2 1 0 1 2 3 4

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Krümmung

x-Achse

y-
A

ch
se

x1
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Quelle: Akademiebericht 470
Band 2c, Sekundarstufe II
Analysis, Krümmungskreise 
___________________________

 Aufgabe 3

 Gegeben ist der Funktionsterm  f x( ) x
2  mit x ∈ IR.

 a) Bestimmen Sie das Krümmungsverhalten des Graphen Gf der Funktion f .

 b) Geben Sie die Koordinaten des Krümmungskreismittelpunkts M in Abhängigkeit vom 
     Berührpunkt x0 an. 

 c) Zeigen Sie, dass M auf auf dem Graphen Gp der Funktion p x( )
1

2
3

3
x

2

16
   

     liegt. 
 d) Stellen Sie das Maß der Krümmung am Graphen Gf  mit Hilfe der Krümmungs-
     kreise dar.

Teilaufgabe a)

1. Ableitung: f' x( )
x

f x( )
d

d
2 x

 2. Ableitung: f'' x( )
x

f' x( )
d

d
2 f'' x( ) 0 ⇒ Gf ist linksgekrümmt 

Teilaufgabe b)

xM x0  x0

f' x0  1 f' x0 2





f'' x0  xM x0  x0 x0 4 x0
2 1



 4 x0

3

yM x0  f x0 
1 f' x0 2

f'' x0  yM x0  3 x0
2

1

2


Teilaufgabe c)

p x( )
1

2
3

3
x

2

16


Mittelpunkt eingesetzt: p 4 x0
3



 3

3
x0

6
1

2
 3 x0

2
1

2


Vergleiche: yM x0  3 x0
2

1

2


___________________________
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Teilaufgabe d)

Berührpunkt:

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

4

2

2

4

6

8

10

Kurve

Evolute

Krümmungskreis

Krümmungskreismittelpunkt

Berührpunkt

Parabel mit Neilscher Parabel

x-Achse

y-
A

ch
se

1

2

x1

2 1 0 1 2

1

2

3

4

5
Krümmungskreisradius

x-Achse

y-
A

ch
se

x1

2 1 0 1 2

0.5

1

1.5

2

2.5
Krümmung

x-Achse

y-
A

ch
se

x1

Kurvenpunkt:

x1 0.6

Krümmungskreisradius: 

r x1  1.91

Krümmungswert: 

k x1  0.52

___________________________
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Differentialrechnung 
- Kurvendiskussion einer gebrochen-rationalen Funktion mit Parameter  - 

 Aufgabe 1

 Gegeben ist die Funktionenschar fa  mit dem Funktionsterm f x a( )
x

2
4 x a

x 1
   

  mit x ∈  Df  und a ∈  IR.  

 a) Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge sowie Lage und Art der Definitions-
      lücken in Abhängigkeit vom Parameter a.
 b) Untersuchen Sie das Verhalten an der Polstelle in Abhängigkeit vom Parameter a.
 c) Bestimmen Sie Lage und Art der Nullstellen in Abhängigkeit vom Parameter a.
 d) Geben Sie Lage und Art der Asymptoten an.
 e) Zeichnen Sie die Graphen der Funktionenschar für charakteristische Werte von a.

Teilaufgabe a)

Zählerpolynom: z x a( ) numer f x a( )( ) x
2

4 x a

Nennerpolynom: n x( ) denom f x a( )( ) x 1

Nullstellen des Nenners: x0 n x( ) 0= x 1 0= auflösen x 1

⇒ Definitionsmenge: Df = IR \ {1}

Nullstelle des Nenners in den Zähler einsetzen:

z x0 a  0= a 5 0= auflösen a 5

f_ x( ) f x 5( ) vereinfachen x 5 f_ 1( ) 6

⇒ stetig behebbare Definitionslücke D  für a 5= : D 1 6( )

⇒ Polstelle mit Vorzeichenwechsel  für a 5 : x 1=

___________________________
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Teilaufgabe b)

Vorzeichen des Zählers bei Annäherung an die Definitionslücke: z 1 a( ) a 5

1x

x
2

4 x a
x 1

lim


annehmen a 5 ∞

1x

x
2

4 x a
x 1

lim


annehmen a 5 ∞

1x

x
2

4 x a
x 1

lim


annehmen a 5 ∞

1x

x
2

4 x a
x 1

lim


annehmen a 5 ∞

Teilaufgabe c)

Nullstellenbedingung:

xN a( ) z x a( ) 0= x
2

4 x a 0= auflösen x
4 a 2

4 a 2











Nullstellen des Zählers:

xN1 a( ) xN a( )
2

4 a 2 xN2 a( ) xN a( )
1

4 a 2

Fallunterscheidung für die Diskriminante: D a( ) 4 a

D a( ) 0 4 a 0 auflösen a a 4

a 4 a 5 ⇒ zwei einfache Nullstellen

xN1 a( ) 4 a 2 xN2 a( ) 4 a 2

D a( ) 0 4 a 0 auflösen a 4 a

a 4 ⇒ keine  Nullstellen

D a( ) 0= 4 a 0= auflösen a 4

a 4= ⇒ eine zweifache Nullstelle xN1 4( ) 2

a 5= xN0 f_ x( ) 0= x 5 0= auflösen x 5

⇒ eine einfache Nullstelle ( 5  / 0)  

___________________________
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Teilaufgabe d)

Funktionsterm: f x a( )
x

2
4 x a

x 1


Polynomdivision:
x

2
4 x a

x 1
in Partialbrüche zerlegt, ergibt x

a 5
x 1

 5

Schiefe Asymptote: g x( ) x 5 unabhängig von a

Teilaufgabe e)

Wählen Sie a:

Darstellung 1

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

8

6

4

2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

x-Achse

y-
A

ch
se

1
1-4-06_aufg-1.avi

Parameter:

a 5

Funktionsterm:

fa x( )
x

2
4 x 5

x 1


Nullstelle:

N "keine"

___________________________
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Zusammenfassung 1:

∞ a 5  :  Die Funktion hat zwei Nullstellen mit einfacher Vielfachheit.   

a 5=  :    Die Funktion hat eine Nullstelle mit einfacher Vielfachheit.   

5 a 4  :    Die Funktion hat zwei Nullstellen mit einfacher Vielfachheit.

a 4=  :    Die Funktion hat eine Nullstelle mit zweifacher Vielfachheit.

4 a ∞  :    Die Funktion hat keine Nullstellen.

 Aufgabe 2

 Gegeben ist die Funktionenschar fa  mit dem Funktionsterm f x a( )
x

2
4 x a

x 1
   

 mit x ∈  Df  und a ∈  IR.    

 a) Bestimmen Sie die erste und die zweite Ableitungsfunktion.
 b) Untersuchen Sie, für welche Werte des Parameters a der Graph Gf  Extrema besitzt.
     Untersuchen Sie das Monotonieverhalten und geben Sie Lage und Art der Extrema an.
 c) Zeichnen Sie für geeignete Werte von a den jeweiligen  Funktionsgraphen aus der Schar 
     der ersten Ableitungsfunktionen und fassen Sie alle Ergebnisse zusammen.

Teilaufgabe a)

1. Ableitung: f' x a( )
x

f x a( )
d

d

x
2

2 x a 4

x 1( )
2



2. Ableitung: f'' x a( )
x

f' x a( )
d

d

2 a 5( )

x 1( )
3



___________________________
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Teilaufgabe b)

Horizontale Tangenten:

xH f' x a( ) 0=
2 x x

2 a 4

x 1( )
2

 0= auflösen x
a 5 1

1 a 5











Diskriminante: D a( ) a 5

Es gibt Extrema für D a( ) 0 a 5 0 auflösen a 5 a

Extremum 1: xE1 a( ) xH2
 xE1 a( ) 1 a 5

yE1 a( ) f xE1 a( ) a  6
10

a 5


2 a

a 5


Art des Extremums 1: f'' xE1 a( ) a 
annehmen a 5

vereinfachen

2

a 5


ist negativ ⇒ lokaler Hochpunkt 

Extremum 2: xE2 a( ) xH1
 xE2 a( ) a 5 1

yE2 a( ) f xE2 a( ) a  2 a

a 5

10

a 5
 6

Art des Extremums 2: f'' xE2 a( ) a 
annehmen a 5

vereinfachen

2

a 5


ist positiv ⇒ lokaler Tiefpunkt 

___________________________
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 Sei a 5  :

Gf ist streng monoton steigend:

x
2

2 x 4 a

x 1( )
2

0
auflösen x

annehmen a 5
a 5 1 x x 1 a 5

Gf ist streng monoton fallend:

x
2

2 x 4 a

x 1( )
2

0
auflösen x

annehmen a 5
1 x a 5 1 1 a 5 x 1

Gf  ist streng monoton steigend für  x 1 a 5   oder für x a 5 1   und 

Gf  ist streng monoton fallend für  1 a 5 x 1   oder für 1 x ∞

 Sei a 5  : 

Gf ist streng monoton steigend:

x
2

2 x 4 a

x 1( )
2

0
auflösen x

annehmen a 5
1 x x 1

Gf  ist streng monoton steigend für  ∞ x 1  und 

Gf  ist streng monoton steigend für 1 x ∞   

Sei a 5=  : 

f_ x( ) x 5 f'_ x( )
x

f_ x( )
d

d
1

Gf  ist streng monoton steigend für  ∞ x 1  und 

Gf  ist streng monoton steigend für 1 x ∞   

___________________________
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Teilaufgabe c)

Wählen Sie a:

Darstellung 2

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

6

4

2

2

4

6
Graph der 1. Ableitung

x-Achse

y-
A

ch
se

1

a 4.5

Zusammenfassung 2:

∞ a 5  :  
Gf  ist streng monoton steigend in  ∞ x 1   und 

Gf  ist streng monoton steigend in  1 x ∞

5 a ∞  :  

Gf  ist streng monoton steigend für  ∞ x xH   und

Gf  ist streng monoton fallend für  xH x 1   und 

Gf  ist streng monoton fallend für  1 x xT  

Gf  ist streng monoton steigend für  xT x ∞  

Folgerung:
Der Graph Gf  hat bei  xH einen lokalen Hochpunkt und bei  xT einen lokalen Tiefpunkt.

___________________________
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 Aufgabe 3

 Gegeben ist die Funktionenschar fa  mit dem Funktionsterm f x a( )
x

2
4 x a

x 1
   

 mit x ∈  IR und a ∈  IR und die zweite Ableitung f'' x a( )
2 a 5( )

x 1( )
3

  .

 a) Bestimmen Sie das Krümmungsverhalten in Abhängigkeit von a.
 b) Zeichnen Sie für a ∈ { 6 5 4 } den jeweiligen  Funktionsgraphen aus der Schar 
    der zweiten Ableitungsfunktionen und fassen Sie alle Ergebnisse zusammen.

Teilaufgabe a)

Vorzeichen des Zählers: a 5 0 auflösen a 5 a

Linksgekrümmt:

f'' x a( ) 0
2 a 10

x 1( )
3

0
auflösen x

annehmen a 5
1 x

Rechtsgekrümmt:

f'' x a( ) 0
2 a 10

x 1( )
3

0
auflösen x

annehmen a 5
x 1

Vorzeichen des Zählers: a 5 0 auflösen a a 5

Linksgekrümmt:

f'' x a( ) 0
2 a 10

x 1( )
3

0
auflösen x

annehmen a 5
x 1

Rechtsgekrümmt

f'' x a( ) 0
2 a 10

x 1( )
3

0
auflösen x

annehmen a 5
1 x

___________________________
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Teilaufgabe b)

Wählen Sie a:

Darstellung 3

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

5

4

3

2

1

1

2

3

4

5
Graph der 2. Ableitungsfunktion

x-Achse

y-
A

ch
se

1

a 4

Zusammenfassung 3:

∞ a 5  :  
Gf  ist linksgekrümmt in ∞ x 1   und Gf  ist rechtsgekrümmt in 1 x ∞  .

5 a ∞  :  

Gf  ist rechtsgekrümmt in ∞ x 1   und Gf  ist linksgekrümmt in 1 x ∞  .

a 5=  (Sonderfall)
Gf besitzt keine Krümmung
Bemerkung: Der Graph Gf  besitzt keine Wendepunkte.

___________________________
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 Aufgabe 4

 Gegeben ist die Funktionenschar fa  mit dem Funktionsterm f x a( )
x

2
4 x a

x 1
   

 mit x ∈  Df  und a ∈  IR.  

 Stellen Sie einige Funktionsgraphen der Kurvenschar für charakteristische Werte von a dar.

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

10

8

6

4

2

2

4

6

8

10

12

14

16

a = - 10

a = - 5

a = 0

a = 4

a = 10

stetig behebbare Definitionslücke

Spezielle Scharkurven

x-Achse

y-
A

ch
se

1

f x 10( )
x

2
4 x 10

x 1


f x 5( ) x 5

f x 0( )
x

2
4 x

x 1


f x 4( )
x

2
4 x 4

x 1


f x 10( )
x

2
4 x 10

x 1


___________________________
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Animation der Kurvenschar:

Wählen Sie a:

Darstellung 4

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

8

6

4

2

2

4

6

8

10

12

14

16

18
Graph einer Scharkurve f

x-Achse

y-
A

ch
se

1 1-4-06_aufg-4.avi

Parameter:

a 10

Scharkurve:

f x( )
x

2
4 x 10

x 1


Nullstellen "zwei einfache"

Extrema "keine"

___________________________
Bd2a_1-4-06_Disk-gebr-par.xmcd 11/17



Quelle: Akademiebericht 468
Band 2a, Sekundarstufe II
Kurvendiskussion
___________________________

Bemerkung:
Die folgenden Aufgaben 5 und 6 gehen über die standardmäßige Kurvendiskussion hinaus.

 Aufgabe 5

 Gegeben ist die Funktionenschar fa  mit dem Funktionsterm f x a( )
x

2
4 x a

x 1
   

 mit x ∈  Df  und a ∈  IR  sowie die Asymptoten x 1=   und g x( ) x 5  .

 a) Bestimmen Sie den Schnittpunkt S der beiden Asymptoten.
 b) Zeigen Sie mithilfe einer Koordinatentransformation, dass der Graph Gf  punkt-
     symmetrisch bzgl. des Schnittpunktes S ist.

Teilaufgabe a)

g 1( ) 6 Schnittpunkt: S(1/6)

Teilaufgabe b)

Transformationsgleichungen: x u 1=

y v 6=

v 6 f x a( )= ersetzen x u 1= v 6
u

2
6 u 5
u

=

Auflösen nach v: v 6
u

2
6 u a 5

u
= auflösen v

u
2

5
u



Neuer Funktionsterm: f_ u a( )
u

2
5

u


Symmetriebeweis: f_ u a( )
u

2
5

u
 f_ u a( )

u
2

5
u



f_ u a( ) f_ u a( ) 0 ⇒ Punktsymmetrie zu S(1/6)

___________________________
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Transformation der schiefen Asymptote:

v 6 g x( )= ersetzen x u 1= v 6 u 6=

Auflösen nach v: v 6 u 6= auflösen v u

Neuer Funktionsterm der schiefen Asymptote: g_ u( ) u

Wählen Sie a:

Darstellung 5

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

10
8
6
4
2

2
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10
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14
16

altes Koordinatensystem

x-Achse

y-
A

ch
se

1

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

10
8
6
4
2

2
4
6
8

10
12
14
16

neues Koordinatensystem

u-Achse

v-
A

ch
se

___________________________
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 Aufgabe 6

 Gegeben ist die Funktionenschar fa  mit dem Funktionsterm f x a( )
x

2
4 x a

x 1
   

 mit x ∈  Df  und a ∈  ] 5  ; ∞ [ .

 Gegeben sind die Koordinaten der Extrempunkte in Abhängigkeit von a:    

 Hochpunkt:  H( 1 a 5   /  6
10

a 5


2 a

a 5
  )  ; 

 Tiefpunkt:  T( 1 a 5  / 6
2 a

a 5


10

a 5
  ) ;

 a) Bestimmen Sie die Ortskurve der Extrema.
 b) Zeichnen Sie einige Funktionsgraphen der Schar sowie die Ortskurve der Extrema.

Teilaufgabe a)

Ortskurve der Hochpunkte: a1 x( ) x 1 a 5= auflösen a x 1( )
2

5

O1 x( ) f x a1 x( )  2 x 4

Ortskurve der Tiefpunkte: a2 x( ) x a 5 1= auflösen a x 1( )
2

5

O2 x( ) f x a2 x( )  2 x 4

Gemeinsame Ortskurve: O x( ) 2 x 4

___________________________
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Teilaufgabe b)

Statische Darstellung:

___________________________
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Animation 1: Aufbau der Ortslinie durch die Extrema

Wählen Sie a:

Animation 1

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

8

6

4

2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
Scharkurve mit Ortslinie der Extrema

x-Achse

y-
A

ch
se

1-4-06_aufg-6a.avi

___________________________
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Animation 2: Aufbau der Kurvenschar durch die Ortslinie

Wählen Sie a:

Animation 2

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

8

6

4

2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
Kurvenschar mit Ortskurve der Extrema

x-Achse

y-
A

ch
se

1-4-06_aufg-6b.avi
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Differentialrechnung 
- Optimierung einer Schachtel - 

 Aufgabe
 Gegeben ist eine quadratische Fläche mit der Kantenlänge a 50  LE. 
 An den Ecken sind Quadrate der Kantenlänge x LE herausgeschnitten, sodass die 
 Kanten nach oben gebogen werden können.
 a) Bestimmen Sie die Funktion der Volumenmaßzahl des entstehenden Quaders in Ab-
     hängigkeit von x. Geben Sie eine sinnvolle Definitionsmenge an.
 b) Bestimmen Sie den Quader mit dem größten Volumeninhalt.

Teilaufgabe a)

Neue Definitionen:a a

Zielfunktion: V x( ) a 2 x( )
2

x a
2

x 4 a x
2 4 x

3

Definitionsmenge: D = ] 0 ; 0,5 a [

Teilaufgabe b)

Extremwertbestimmung:

1. Ableitung: V' x( )
x

V x( )
d

d
a

2
8 a x 12 x

2

Horizontale Tangenten:

nicht definiert

xE V' x( ) 0= a
2

8 a x 12 x
2 0= auflösen x

a

2

a

6













Abrufen des Extremums: xE xE2 xE
a

6


2. Ableitung: V'' x( )
x

V' x( )
d

d
24 x 8 a

Nachweis der Art des Extremums: V'' xE  4 a < 0, also lokaler Hochpunkt

___________________________
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Funktionswert: Vmax V xE  2 a
3

27


Vergleich mit den Randwerten:

0x
V x( )lim


0

a

2
x

V x( )lim




0

⇒ globales Maximum: xmax
a

6
 V xE  2 a

3
27



Wählen Sie die Kantenlänge x:

10 0 10 20 30 40 50 60
10

10

20

30

40

50

60
Flächennetz

Kantenlängen

K
an

te
nl

än
ge

n

0 5 10 15 20 25

2000

4000

6000

8000

10000
Zielfunktion

Kantenlänge x

M
aß

za
hl

 d
es

 V
ol

um
en

s

Erzeugter Körper Kurvenpunkt:

x 15 V x( ) 6000

Extremum:

xmax 8.33 V xmax  9259

___________________________
Bd2a_1-6-10_schachtel.xmcd 2/2



Quelle: Akademiebericht 468
Band 2a, Sekundarstufe II
Optimierungsaufgabe
___________________________

Differentialrechnung 
- Optimierung eines Volumeninhalts - 

 Aufgabe (Modellierung)
 Der Dachboden eines Einfamilienhauses (dreiseitiges Prisma) soll ausgebaut werden. 
 Der vorhandene Raum soll bei rechteckigem Zimmerquerschnitt maximal ausgenutzt 
 werden. 
 Der Dachgiebel hat folgende Abmessungen in LE: 
 Breite: a 8  ; Länge: b 10  , Höhe: c 5
 Bestimmen Sie die Abmessungen des Zimmers mit größtmöglichem umbauten Raum.

Querschnitt:

___________________________
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Zielfunktion: V x h( ) x h b=

Nebenbedingung über ähnliche Dreiecke:

c h
c

x

a
= aufgelöst nach h: h c

c

a
x=

und eingesetzt: V x h( ) x c
c

a
x





 b=

ergibt die Zielfunktion: V x( ) c b x
c b
a

x
2 50 x

25 x
2

4


Definitionsmenge: D = [0; a]

Bestimmung des lokalen Extremums:

1. Ableitung: V' x( )
x

V x( )
d

d
50

25 x
2



Bedingung für Extremum:

V' x( ) 0= 50
25 x

2
 0= auflösen x 4

Extremum:

xE V' x( ) 0= auflösen x 4 xE 4 Rauminhalt: V xE  100

Maximum xE V xE   4 100( )

Vergleich mit den Randwerten:

x0x
V x( )lim


50 x0

25 x0
2

4


x1x
V x( )lim


50 x1

25 x1
2

4


⇒   globales Maximum 4 100( )

___________________________
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Wählen Sie die Zimmerbreite:

0 2 4 6 8 10

20

40

60

80

100

120
Rauminhalt des Zimmers

Breite x

M
aß

za
hl

 d
es

 R
au

m
in

ha
lt

es

xE 4.0 LEx 4.00 LE

V x( ) 100.0 VE V xE  100.0

___________________________
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1
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x-Achse

y-
A

ch
se

Trigonometrische Funktionen
- Das Zeigerdiagramm -

 Aufgabe
 Gegeben sind die Funktionen f1 x( ) r sin x( )=   und f2 x( ) r sin x φ1 =

 mit der Amplitude r und der Phasenverschiebung  φ1 .

 Stellen Sie das Zeiger- und das Liniendiagramm dar.

Wählen Sie den Zeitpunkt x0 :   Wählen Sie die Phasendifferenz φ1 :

Amplitude: r 1

Animierter Punkt:

α 115° x0 2.007

Phasenlage:

φ1 100° φ1
5 π
9



erste Funktion: f1 x( ) sin x( )

zweite Funktion: f2 x φ1  sin
5 π
9

x







___________________________
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Gegenstand: rot; Bild: blau

Gebrochenrationale Funktionen
 - Abbildung an einer Sammellinse -

 1.  Linsengleichung
 Eine Sammellinse der Brennweite f in cm erzeugt von einem Gegenstand in der 
 Gegenstandsweite g in cm ein Bild auf dem Schirm in der Bildweite b in cm. 
 Aus der Optik ist das folgende Gesetz unter der Bezeichnung Linsengleichung bekannt. 

Brennweite f in cm:   f 5 Abbildungsgleichung:
1

f

1

g

1

b
=

Aufgelöst nach der Bildweite b in Abhängigkeit von der Gegenstandsweite g:

1( ) b g( )
f g

g f


Gegenstandsgröße G in cm:   G 4 Abbildungsmaßstab:
B

G

b

g
=

Aufgelöst nach der Bildgröße B in Abhängigkeit von der Gegenstandsweite g (2) und b(g) 
aus (1) eingesetzt und vereinfacht ergibt (3) :

2( ) B g( )
b g( )

g
G 3( ) B g( )

f

g f
G

2.  Abbildungen

Wählen Sie die
Gegenstandsweite:

g 7

Abb

"g > f"

"Gegenst. u. Bild auf versch. Seiten"

"reelles Bild"

"Bild umgekehrt"

"f < g < 2.f"

"Bild vergrößert"























___________________________
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3.  Scharkurven bei Variation der Brennweite

Scharkurve: b g f( ) f
g

g f
 Kurvenschar: b0 g f0  f0

g

g f0

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Lage von Geraden im Koordinatensystem 
 
Für das Zeichnen von Geraden im Koordinatensystem ist es gut zu wissen, wo die Gerade die je-
weilige Koordinatenebene schneidet. Das sind die so genannten „Spurpunkte“ Si. 
 
 
Bezeichnungen 
 
Spurpunkt S1: Schnittpunkt mit der x2-x3-Ebene. 

 
Spurpunkt S2: Schnittpunkt mit der x1-x3-Ebene. 

 
Spurpunkt S3: Schnittpunkt mit der x1-x2-Ebene. 
 
 
Expertenrunde 1 
 
Gegeben sind folgende Geraden: 
 

1

3 1
g : x 2 σ 2

4 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − + ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;   2

12 3
g : x 4 σ 2

12 4

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − + ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ;   3

2 2
g : x 2 σ 1

2 2

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ; 

 

4

4 0
g : x 2 σ 0

7 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ;   5

3 0
g : x 1 σ 2

2 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − + ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ;   6

0 2
g : x 2 σ 0

3 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ; 

 

7

1 0
g : x 4 σ 1

4 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ;   8

3 2
g : x 2 σ 0

2 2

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ;   9

2 2
g : x 2 σ 1

3 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ; 

 

10

3 2
g : x 0 σ 0

2 2

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ;   11

2 2
g : x 2 σ 1

0 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ;   12

0 0
g : x 5 σ 1

6 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 ; 

 
 
Arbeitsauftrag 1 
 
Finden Sie die Spurpunkte folgender Geraden und zeichnen Sie jeweils zwei der Geraden in ein ge-
gebenes dreidimensionales Koordinatensystem ein. 
 
Gruppe A: Geraden Nr. 1, 4, 7 und 10 
 
Gruppe B: Geraden Nr. 2, 5, 8 und 11 
 
Gruppe C: Geraden Nr. 3, 6, 9 und 12 
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Lage von Geraden im Koordinatensystem 
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Lage von Geraden im Koordinatensystem 
 
 
Expertenrunde 2 
 
Mischen Sie aus den Gruppen A, B und C neue Expertenrunden, sodass aus jeder Gruppe mindes-
tens ein Vertreter vorhanden ist. 
 
Arbeitsauftrag 2 
 
Finden Sie heraus, welche Geraden eine besondere Lage im Koordinatensystem haben. 
 
Arbeitsauftrag 3 
 
Verallgemeinern Sie die besonderen Lagen und stellen Sie die Ergebnisse in einer Tabelle zusam-
men. 
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Geraden im Raum
- Spurpunkte im Koordinatensystem - Lösung zum Arbeitsblatt -

 Expertenrunde 1 - Grundlagen
 Gegeben ist eine Gerade g: x OA σ u=   mit σ ∈ IR.
 Um eine Vorstellung vom Verlauf der Geraden im dreidimensionalen Koordinaten-
 system zu bekommen, bestimmt man die Durchstoßpunkte der Geraden in den 
 Koordinatenebenen, das sind die sogenannten Spurpunkte.

 Mit Hilfe der Vektorgleichung für die Gerade g:  

x1

x2

x3













a1

a2

a3













σ

u1

u2

u3













=  

 können diese Spurpunkte ermittelt werden.

(1) Für den Spurpunkt in der x1x2-Ebene gilt: x3 0=     ⇔   0 a3 σ u3=    

      Auflösen nach σ:   ⇔   σ3

a3

u3
=   wobei u3 0

     Einsetzen in die Geradengleichung ergibt den Spurpunkt S3 mit OS3

a1 σ3 u1

a2 σ3 u2

0













=

     Für u3 0=  gibt es keinen Spurpunkt in der x1x2-Ebene, die Gerade g ist entweder 
     parallel zur Ebene, in ihr enthalten oder parallel zu einer der beiden Koordinatenachsen.

(2) Für den Spurpunkt in der x1x3-Ebene gilt: x2 0=     ⇔   0 a2 σ u2=    

      Auflösen nach σ:   ⇔   σ2

a2

u2
=   wobei u2 0

     Einsetzen in die Geradengleichung ergibt den Spurpunkt S2 mit OS2

a1 σ2 u1

0

a3 σ2 u3













=

 

___________________________
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     Für u2 0=  gibt es keinen Spurpunkt in der x1x3-Ebene, die Gerade g ist entweder 
     parallel zur Ebene, in ihr enthalten oder parallel zu einer der beiden Koordinatenachsen.

(3) Für den Spurpunkt in der x2x3-Ebene gilt: x1 0=     ⇔   0 a1 σ u1=    

      Auflösen nach σ:   ⇔   σ1

a1

u1
=   wobei u1 0

     Einsetzen in die Geradengleichung ergibt den Spurpunkt S1 mit OS1

0

a2 σ1 u2

a3 σ1 u3













=

     Für u1 0=  gibt es keinen Spurpunkt in der x1x3-Ebene, die Gerade g ist entweder 
     parallel zur Ebene, in ihr enthalten oder parallel zu einer der beiden Koordinatenachsen.
 

 Gruppe A
 Gegeben sind die Geraden gi mit Ortsvektor OA des Aufpunktes A und Richtungs-
 vektor u. 
 a) Geben Sie die Geradengleichung g an und bestimmen Sie die Koordinaten der 
     Spurpunkte. 
 b) Stellen Sie die Gerade g mit Hilfe ihrer Spurpunkte graphisch dar.

Gerade 1:

OA

3

2

4









= u

1

2

2









=

Gerade 4: Gerade 7: Gerade 10:

OA

4

2

7









= u

0

0

2









= OA

1

4

4









= u

0

1

2









= OA

3

0

2









= u

2

0

2









=

___________________________
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Auswahl der verschiedenen Geraden:

Teilaufgabe a)

Ausgewählte Gerade: n 1 g σ( )

σ 3

2 σ 2

2 σ 4











Spurpunkte: S1 0 4 2( ) S2 2 0 2( ) S3 1 2 0( )

Teilaufgabe b)

Bemerkung: 
Im Diagramm wird auf das Eintragen der Spurpunkte mit einem Symbol verzichtet, da alle 
Spurpunkte auf ganzzahligen Gitterpunkten liegen.

___________________________
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 Gruppe B
 Gegeben sind die Geraden gi  mit Ortsvektor OA des Aufpunktes A und Richtungs-
 vektor u. 
 a) Geben Sie die Geradengleichung g an und bestimmen Sie die Koordinaten der 
     Spurpunkte. 
 b) Stellen Sie die Gerade g mit Hilfe ihrer Spurpunkte graphisch dar.

Gerade 2:

OA

12

4

12









= u

3

2

4









=

Gerade 5: Gerade 8: Gerade 11:

OA

3

1

2









= u

0

2

0









= OA

3

2

2









= u

2

0

2









= OA

2

2

0









= u

2

1

0









=

Teilaufgabe a)

Auswahl der verschiedenen Geraden:

Ausgewählte Gerade: n 1 g σ( )

3 σ 12

2 σ 4

4 σ 12











Spurpunkte: S1 0 4 4( ) S2 6 0 4( ) S3 3 2 0( )
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Teilaufgabe b)

Bemerkung: 
Im Diagramm wird auf das Eintragen der Spurpunkte mit einem Symbol verzichtet, da alle 
Spurpunkte auf ganzzahligen Gitterpunkten liegen.
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 Gruppe C
 Gegeben sind die Geraden gi mit Ortsvektor OA des Aufpunktes A und Richtungs-
 vektor u. 
 a) Geben Sie die Geradengleichung g an und bestimmen Sie die Koordinaten der 
     Spurpunkte. 
 b) Stellen Sie die Gerade g mit Hilfe ihrer Spurpunkte graphisch dar.

Gerade 3:

OA

2

2

2









= u

2

1

2









=

Gerade 6: Gerade 9: Gerade 12:

OA

0

2

3









= u

2

0

0









= OA

2

2

3









= u

2

1

0









= OA

0

5

6









= u

0

1

2









=

Teilaufgabe a)

Auswahl der verschiedenen Geraden:

Ausgewählte Gerade: n 1 g σ( )

2 2 σ

σ 2

2 σ 2











Spurpunkte: S1 0 3 4( ) S2 6 0 2( ) S3 4 1 0( )
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Teilaufgabe b)

Bemerkung: 
Im Diagramm wird auf das Eintragen der Spurpunkte mit einem Symbol verzichtet, da alle 
Spurpunkte auf ganzzahligen Gitterpunkten liegen.
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Expertenrunde 2 - Zusammenfassung 

Kommt im Richtungsvektor u

u1

u2

u3













=  eine Null vor, so ist die Gerade parallel zu einer 

Koordinatenebene.

nur u1 0= ⇔ Gerade ist parallel zur x2x3-Ebene.

nur u2 0= ⇔ Gerade ist parallel zur x1x3-Ebene.

nur u3 0= ⇔ Gerade ist parallel zur x1x2-Ebene.

u1 0= u2 0= ⇔ Gerade ist parallel zur x3-Achse,
Gerade ist parallel zur x2x3-Ebene und zur x1x3-Ebene. 

u2 0= u3 0= ⇔ Gerade ist parallel zur x1-Achse,
Gerade ist parallel zur x1x3-Ebene und zur x1x2-Ebene.

u3 0= u1 0= ⇔ Gerade ist parallel zur x2-Achse,
Gerade ist parallel zur x1x2-Ebene und zur x2x3-Ebene.

u1 0= a1 0= ⇔ Gerade ist in der x2x3-Ebene enthalten.

u2 0= a2 0= ⇔ Gerade ist in der x1x3-Ebene enthalten.

u3 0= a3 0= ⇔ Gerade ist in der x1x2-Ebene enthalten.

___________________________
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Abstandsberechnungen
- Abstand Punkt und Gerade im Raum -

 Aufgabe 1
 Gegeben ist eine Gerade g: x a λ u=   sowie ein Punkt P ( p1 / p2 / p3 )∉ g. 

 a) Bestimmen Sie den Abstand d des Punkts P von der Geraden g mit Hilfe des von den 
     Verbindungsvektoren PA und PB aufgespannten Dreiecks, wobei  A ∈ g und B ∈ g. 
 b) Stellen Sie die Gerade g, den Punkt P und das Dreieck PAB in einem Diagramm dar.

Gegeben:

Gerade g: OA

1

1

2









 u

1

2

1









 Ortsvektor zum Punkt P: OP

2

4

6











Gerade g: g λ( ) OA λ u g λ( )

λ 1

2 λ 1

λ 2











Lösung:

Wählen Sie zwei Punkte B und C auf der Geraden g. Fälle das Lot von P auf BC.  
Die Dreiecksfläche lässt sich dann folgendermaßen angeben:

1( ) A
Δ

1

2
BC d=

Andererseits kann die Dreiecksfläche über das Vektorprodukt berechnet werden:  

2( ) A
Δ

1

2
PB PC=

Gleichsetzen und nach d auflösen ergibt: d
PB PC

BC
=

Wählen Sie die Punkte auf der Geraden g:

Ortsvektor zum Punkt B: Ortsvektor zum Punkt C:

OB g 1( )

2

3

3









 OC g 3( )

4

7

5











___________________________
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Grundlinie des Dreiecks = Verbindungsvektor BC: BC OC OB

2

4

2











Seiten des Dreiecks:

Verbindungsvektor PB: Verbindungsvektor PC:

PB OB OP

0

1

3









 PC OC OP

2

3

1











Gesuchter Abstand: d
PB PC

BC
 d 2.415

P

A 
u 

OA 

B

C 

O 

PB 

PC g 

___________________________
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 Aufgabe 2
 Gegeben ist eine Gerade g: x a λ u=   sowie ein Punkt P ( p1 / p2 / p3 ).

 a) Bestimmen Sie den Abstand d des Punktes P von der Geraden g mit Hilfe der
     Lotgeraden. 
 b) Stellen Sie die Gerade g, den Punkt P und die Lotgerade lg in einem Diagramm dar.

Gegeben:

Gerade g: OA

1

1

2









 u

1

2

1









 Punkt P: OP

2

4

6











Gerade g: g λ( ) OA λ u g λ( )

λ 1

2 λ 1

λ 2











Lösung: 
Für den kürzesten Abstand muss der Richtungsvektor der Geraden auf dem Lot des 
Punktes P zur Geraden g senkrecht stehen.

Fußpunkt F liegt auf der Geraden: OF OA λ u= 1( )

Verbindungsvektor PF senkrecht Lotvektor, d.h. Skalarprodukt = 0: OF OP( ) u 0= 2( )

1( ) in 2( ) einsetzen: OA λ u OP( ) u 0=

nach λ

auflösen: 
λ1 OA λ u OP( ) u 0= auflösen λ

11

6


Fußpunkt der Lotgeraden: OF g λ1( ) OF

17

6

14

3

23

6





















___________________________
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Verbindungsvektor: Gleichung der Lotgeraden:

PF OF OP lg λ( ) OP λ OF OP( )

PF

5

6

2

3

13

6






















0.833

0.667

2.167









 lg λ( )

5 λ
6

2

2 λ
3

4

6
13 λ

6






















Abstand: d PF 2.415

O 

OA 

A 

u 

P

g 

lg

F 

PF 

schwarz: Koordinatenursprung; Ortsvektor zum Aufpunkt A; Lotgerade lg; Punkt P

blau: Gerade g, Richtungsvektor von g; Fußpunkt F;
rot: Richtungsvektor der Lotgeraden l; Abstand d

___________________________
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 Aufgabe 3
 Gegeben ist eine Gerade g: x a λ u=   sowie ein Punkt P ( p1 / p2 / p3 ).

 a) Bestimmen Sie zwei Ebenen: 
     Ebene E1 enthält Gerade g und Punkt P,  
     Ebene E2 enthält Gerade g und ist senkrecht zur Ebene E1.
 b) Stellen Sie die Gerade und die beiden Hilfsebenen in einem Diagramm dar.  
 c) Bestimmen Sie die Lotgerade zu g durch P mit Hilfe des doppelten Vektorproduktes.
 d) Bestimmen Sie mit Hilfe der Lotgeraden den Abstand d des Punktes P von der
     Geraden g.

Gegeben:

Gerade g: OA

1

1

2









 u

1

2

1









 Punkt P: OP

2

4

6











Gerade g: g λ( ) OA λ u g λ( )

λ 1

2 λ 1

λ 2











Teilaufgabe a)

Verbindungsvektor: OP OA

1

3

4











Ebene E1, die g und P enthält:

E1 λ μ( ) g λ( ) μ OP OA( ) E1 λ μ( )

μ λ 1

3 μ 2 λ 1

4 μ λ 2











Ebene E2, die g enthält und senkrecht zu E1 ist: 

v u OP OA( )

5

3

1











E2 λ μ( ) g λ( ) μ v E2 λ μ( )

5 μ λ 1

2 λ 3 μ 1

μ λ 2











___________________________
Bd2b_2-5-03_Abst-PktGer-R3.xmcd 5/7



Quelle: Akademiebericht 469
Band 2b, Sekundarstufe II
Abstand Punkt und Gerade
___________________________

Teilaufgabe b) 

E1

E2

gP 

lg

A 

AP

u

v 

w 

türkis: Ebene E1; gelb: Ebene E2; 
blau: Aufpunkt A; Richtungsvektor u von g; Gerade g; 
schwarz: Koordinatenurspung; Punkt P;  Ortsvektor OA; Lotgerade l0; 

Richtungsvektor u x AP ⊥ u  in der Ebene E2;

rot: Richtungsvektor w der Lotgeraden; Abstand d des Punktes P zur Geraden g.

___________________________
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Teilaufgabe c)

Lösung: 

Hilfsgerade h durch P senkrecht zu g:

Der Richtungsvektor w wird über das doppelte Vektorprodukt gefunden:

Richtungsvektor: w OP OA( ) u[ ] u

5

4

13











Hilfsgerade: h μ( ) OP μ w

5 μ 2

4 μ 4

6 13 μ











Teilaufgabe d)

Bestimmung des Lotfußpunktes: g ∩  h 

g λ( ) h μ( )=

λ 1

2 λ 1

λ 2









5 μ 2

4 μ 4

6 13 μ









=

Das überbestimmte Gleichungssystem lösen:

λμ g λ( ) h μ( )= auflösen λ μ
11

6

1

6








Konkrete Parameter: λ1 λμ1 1 λ1
11

6
 μ1 λμ1 2 μ1

1

6


Lotfußpunkt: Verbindungsvektor:

OF g λ1 

17

6

14

3

23

6



















 PF OF OP

5

6

2

3

13

6






















Abstand: PF 2.415

___________________________
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Quelle: Akademiebericht 469
Band 2b, Sekundarstufe II
Schnittmenge dreier Ebenen
___________________________

Drei Ebenen
- Schnittmenge eines linearen Gleichungssystems -

 Theorie
 Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem (GLS) A x b=   mit 

 

a11

a21

a31

a12

a22

a32

a13

a23

a33













x1

x2

x3















b1

b2

b3













=    und aik ∈ IR ,  xj ∈ IR  und bj ∈ IR.

  

 Die einzelnen Gleichungen können jeweils als Ebene im IR3  interpretiert werden,
 sodass sich die Lösbarkeit des Gleichungssystems auf die gemeinsamen Punkte der
 drei Ebenen übertragen lässt.

 Die Lösbarkeit des Gleichungssystems kann über eine Rangbetrachtung ermittelt
 werden. Es gilt:
 Stimmen der Rang der Koeffizientenmatrix A und der Rang der Systemmatrix Aerw

 überein, so gibt es entweder genau eine Lösung ( rg A( ) rg Aerw = 3=  ) oder

 unendlich viele Lösungen ( rg A( ) rg Aerw  3=  ).

 Stimmen der Rang der Koeffizientenmatrix A und der Rang der  Systemmatrix Aerw

 nicht überein, so gibt es keine Lösung. 

 Aufgabe 1
 Gegeben ist folgendes Gleichungssystem: 

 GLS

3

1

1

8

6

2

4

3

1

40

20

4











 a) Zeigen Sie über eine Rangbetrachtung, dass das Gleichungssystem genau eine
     Lösung besitzt und bestimmen Sie diese Lösung.
 b) Geben Sie die zugehörigen Ebenen E, F und H in Koordinatenform an. 
 c) Stellen Sie die drei Ebenen und die gemeinsamen Punkte in einem Diagramm dar. 

Teilaufgabe a)

Das Gleichungssystem liefert bereits die Systemmatrix Aerw: 

Ebene E

Aerw GLS Aerw

3

1

1

8

6

2

4

3

1

40

20

4









 Ebene F

Ebene H

___________________________
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Quelle: Akademiebericht 469
Band 2b, Sekundarstufe II
Schnittmenge dreier Ebenen
___________________________

Diagonalform: DF zref Aerw 
1

0

0

0

1

0

0

0

1

8

2

0









 rg DF( ) 3

Rang der Systemmatrix Aerw: rg Aerw  3

Die Koeffizientenmatrix A wird aus dem Gleichungssystem GLS gewonnen: 

A submatrix GLS 1 3 1 3( )

3

1

1

8

6

2

4

3

1











Rang der Koeffizientenmatrix A: rg A( ) 3

Lösungsmenge des Gleichungssystems:

Lösung "genau eine = Punkt" P 8 2 0( )

Teilaufgabe b)

Ebene E: E x1 x2 x3  3 x1 8 x2 4 x3 40

Ebene F: F x1 x2 x3  x1 6 x2 3 x3 20

Ebene H: H x1 x2 x3  2 x2 x1 x3 4

___________________________
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Band 2b, Sekundarstufe II
Schnittmenge dreier Ebenen
___________________________

Teilaufgabe c)

Darstellung der Ebenen mit Lösungsmenge

 Aufgabe 2
 Gegeben ist folgendes Gleichungssystem: 

 GLS

3

9

6

1

10

5

1

3

2

13

26

19











 a) Zeigen Sie über eine Rangbetrachtung, dass das Gleichungssystem unendlich viele
     Lösungen besitzt und bestimmen Sie diese. 
     Interpretieren Sie diese Lösung als Schnittmenge dreier Ebenen.
 b) Geben Sie die zugehörigen Ebenen E, F und H in Koordinatenform an. 
 c) Stellen Sie die drei Ebenen und die gemeinsamen Punkte in einem Diagramm dar. 

Teilaufgabe a)

Das Gleichungssystem liefert bereits die Systemmatrix Aerw: 

Ebene E

Aerw GLS Aerw

3

9

6

1

10

5

1

3

2

13

26

19









 Ebene F

Ebene H

___________________________
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Quelle: Akademiebericht 469
Band 2b, Sekundarstufe II
Schnittmenge dreier Ebenen
___________________________

Gleichungssystem nach dem Gauß - Algorithmus:

Diagonalform: DF zref GLS( )

1

0

0

0

1

0

1

3


0

0

4

1

0















Rang der Systemmatrix Aerw GLS : rg Aerw  2

Die Koeffizientenmatrix A wird aus dem Gleichungssystem GLS gewonnen: 

A submatrix GLS 1 3 1 3( )

3

9

6

1

10

5

1

3

2











Rang der Koeffizientenmatrix A: rg A( ) 2

Lösungsmenge des Gleichungssystems:

Lösung "einfach unendlich = Gerade" Gerade τ( )

τ

3
4

1

τ















Teilaufgabe b)

Ebenen

Ebene E: E x1 x2 x3  3 x1 x2 x3 13

Ebene F: F x1 x2 x3  10 x2 9 x1 3 x3 26

Ebene H: H x1 x2 x3  6 x1 5 x2 2 x3 19

___________________________
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Schnittmenge dreier Ebenen
___________________________

Teilaufgabe c)

 Aufgabe 3
 Gegeben ist folgendes Gleichungssystem: 

 GLS

2

4

8

3

6

12

1

2

4

2

4

8











 a) Zeigen Sie über eine Rangbetrachtung, dass das Gleichungssystem unendlich viele
     Lösungen besitzt und bestimmen Sie diese. Interpretieren Sie diese Lösung.
 b) Geben Sie die zugehörigen Ebenen E, F und H in Koordinatenform an. 
 c) Stellen Sie die drei Ebenen und die gemeinsamen Punkte in einem Diagramm dar. 

Teilaufgabe a)

Das Gleichungssystem liefert bereits die Systemmatrix Aerw: 

Ebene E

Aerw GLS Aerw

2

4

8

3

6

12

1

2

4

2

4

8









 Ebene F

Ebene H

Gleichungssystem nach dem Gauß - Algorithmus:

Diagonalform: DF zref GLS( )

1

0

0

3

2


0

0

1

2

0

0

1

0

0













 Rang: rg DF( ) 1

___________________________
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Quelle: Akademiebericht 469
Band 2b, Sekundarstufe II
Schnittmenge dreier Ebenen
___________________________

Rang der Systemmatrix Aerw: rg Aerw  1

Die Koeffizientenmatrix A wird aus dem Gleichungssystem GLS gewonnen: 

A submatrix GLS 1 3 1 3( )

2

4

8

3

6

12

1

2

4











Rang der Koeffizientenmatrix A: rg A( ) 1

Lösungsmenge des Gleichungssystems:

Lösung "zweifach unendlich = Ebene" L τ μ( )

3 μ
2

τ

2
 1

μ

τ















Teilaufgabe b)

E x1 x2 x3  2 x1 3 x2 x3 2Ebene E:

F x1 x2 x3  6 x2 4 x1 2 x3 4Ebene F:

H x1 x2 x3  8 x1 12 x2 4 x3 8Ebene H:

Teilaufgabe c)

___________________________
Bd2b_4-2-03_3Ebenen_Schnitt.xmcd 6/10
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Band 2b, Sekundarstufe II
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___________________________

 Aufgabe 4
 Gegeben ist folgendes Gleichungssystem: 

 GLS

3

3

3

22

22

11

2

2

1

65

13

10











 a) Zeigen Sie über eine Rangbetrachtung, dass das Gleichungssystem keine Lösung
     besitzt.
 b) Geben Sie die zugehörigen Ebenen E, F und H in Koordinatenform an. 
 c) Bestimmen Sie die Schnittgeraden von je zwei Ebenen.
 c) Stellen Sie die drei Ebenen und die jeweiligen Schnittgeraden in einem Diagramm dar. 

Teilaufgabe a)

Das Gleichungssystem liefert bereits die Systemmatrix Aerw: 

Ebene E

Aerw GLS Aerw

3

3

3

22

22

11

2

2

1

65

13

10









 Ebene F

Ebene H

Gleichungssystem nach dem Gauß - Algorithmus:

Diagonalform: DF zref GLS( )

1

0

0

0

1

0

4

9

1

33

0

0

0

1

















 Rang: rg DF( ) 3

Rang der Systemmatrix Aerw: rg Aerw  3

Die Koeffizientenmatrix A wird aus dem Gleichungssystem GLS gewonnen: 

A submatrix GLS 1 3 1 3( )

3

3

3

22

22

11

2

2

1











Rang der Koeffizientenmatrix A: rg A( ) 2

Lösungsmenge des Gleichungssystems:

Lösung "keine"

___________________________
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Band 2b, Sekundarstufe II
Schnittmenge dreier Ebenen
___________________________

Teilaufgabe b)

Ebene E: E x1 x2 x3  3 x1 22 x2 2 x3 65

Ebene F: F x1 x2 x3  3 x1 22 x2 2 x3 13

Ebene H: H x1 x2 x3  3 x1 11 x2 x3 10

Teilaufgabe c)

Da die Ebenen E und F parallel sind, gibt es hier keine Schnittgerade.

Zusammenfassung:

Schnittgerade E mit H: Schnittgerade F mit H:

g2 λ( )

85

9

4 λ
9



5

3

λ

33


λ

















 g3 λ( )

7

9

4 λ
9



λ

33


23

33


λ



















Teilaufgabe c)

Darstellung der Ebenen mit Lösungsmenge

___________________________
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 Aufgabe 5
 Gegeben ist folgendes Gleichungssystem: 

 GLS

1

1

1

1

1

5

1

1

5

4

3

0











 a) Zeigen Sie über eine Rangbetrachtung, dass das Gleichungssystem keine Lösung
     besitzt. 
 b) Geben Sie die zugehörigen Ebenen E, F und H in Koordinatenform an. 
 c) Bestimmen Sie die Schnittgeraden von je zwei Ebenen.
 d) Stellen Sie die drei Ebenen und die jeweiligen Schnittgeraden in einem Diagramm dar. 

Teilaufgabe a)

Das Gleichungssystem liefert bereits die Systemmatrix Aerw: 

Ebene E

Aerw GLS Aerw

1

1

1

1

1

5

1

1

5

4

3

0









 Ebene F

Ebene H

Gleichungssystem nach dem Gauß - Algorithmus:

Diagonalform: DF zref GLS( )

1

0

0

0

1

0

0

1

0

0

0

1









 Rang: rg DF( ) 3

Rang der Systemmatrix Aerw: rg Aerw  3

Die Koeffizientenmatrix A wird aus dem Gleichungssystem GLS gewonnen: 

A submatrix GLS 1 3 1 3( )

1

1

1

1

1

5

1

1

5









 Rang: rg A( ) 2

Rang der Koeffizientenmatrix A: rg A( ) 2

Lösungsmenge des Gleichungssystems:

Lösung "keine"

___________________________
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Teilaufgabe b)

Ebene E: E x1 x2 x3  x1 x2 x3 4

Ebene F: F x1 x2 x3  x1 x2 x3 3

Ebene H: H x1 x2 x3  x1 5 x2 5 x3

Teilaufgabe c)

Zusammenfassung:

Schnittgerade E mit F: Schnittgerade E mit H: Schnittgerade F mit H:

g1 λ( )

1

2


7

2
λ

λ

















 g2 λ( )

10

3


2

3
λ

λ

















 g3 λ( )

15

4

λ
3

4


λ



















Teilaufgabe d)

___________________________
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Stochastik, Zählprinzip
___________________________

Stochastik
- Kombinatorik - Zählprinzip und Pfadregeln -

 Aufgabe 1
 N1 Personen (z. B. A1, A2, ...) kandidieren um den Vereinsvorsitz.

 N2 Personen (z. B. B1, B2, B3, ...) stellen sich der Wahl zum Stellvertreter.

 N3 Personen (z. B. C1, C2, C3, C4, ...) sind als Schatzmeister vorgeschlagen.

 a) Wie viele verschiedene Wahlausgänge (Vorsitzender - Stellvertreter - Schatzmeister) 
     sind möglich?
 b) Stellen Sie die Ausgänge mithilfe eines Baumdiagrammes dar.

Teilaufgabe a)

Wählen Sie die Verzweigungen: Das ergibt die Möglichkeiten 

1. Stufe: N1 2 N1 2

2. Stufe: N2 3 N1 N2 6  

3. Stufe: N3 4 N1 N2 N3 24

Insgesamt gibt es  N1 N2 N3 24   Personen-Kombinationen 

Teilaufgabe b)

___________________________
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 Aufgabe 2
 Zwei Personen A und B kandidieren um den Vereinsvorsitz.
 Die Personen C, D und E stellen sich der Wahl zum Stellvertreter.
 Die Personen  F, G, H und I sind als Schatzmeister vorgeschlagen.
 a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit aller Elementarergeignisse.
 b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die Personen A, C und F gewählt
     werden.  
 c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür, dass Person I Schatzmeister wird.

Teilaufgabe a)

Teilaufgabe b)

P ACF( ) P A( ) P C( ) P F( )=
1

2

1

3


1

4
=

1

24
=

Teilaufgabe c)

P E( ) P ACI( ) P ADI( ) P AEI( ) P BCI( ) P BDI( ) P BEI( )=

P E( ) 6
1

2

1

3


1

4






 P E( )
1

4
 0.25

___________________________
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Stochastik, Baumdiagramm 1
___________________________

Stochastik
-  Kombinatorik - Baumdiagramm für mehrere Entscheidungen  -

 Beispiel: 3-4-Baumdiagramm
 Bei einem 2-stufigen Zufallsversuch werden bei der ersten Stufen drei mögliche Entschei-
 dungen für das Ereignis E gefällt (hier z. B. A1, A2, A3 ) und bei der zweiten Stufe vier 

 mögliche Entscheidungen für das Ereigniss E getroffen (hier z. B. B1, B2, B3 , B4  )

 In diesem Baumdiagramm können die Bezeichnungen für das Ereignis Eki und die zuge-

 hörigen Wahrscheinlichkeiten beliebig gewählt werden.
 Stellen Sie das Baumdiagramm mit allen Elementarereignissen dar und berechnen Sie die
 Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse. 

Eingaben für das Baumdiagramm:
Die Bezeichnungen können beliebig sein und dürfen bis zu 3 Zeichen lang sein.

1. Stufe:

Ausgänge: E11 "A1" E12 "A2" E13 "A3"

Wahrscheinlichkeiten: p11 0.3 p12 0.5 p13 0.2

2. Stufe:

Ausgänge: E21 "B1" E22 "B2" E23 "B3" E24 "B4"

Wahrscheinlichkeiten: p21 0.2 p22 0.3 p23 0.2 p24 0.3

3-4-Baumdiagramm

___________________________
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___________________________

Stochastik
- Kombinatorik - Baumdiagramm für das Urnenmodell -

 Beispiel: Baumdiagramm zum zweistufigen Urnenmodell
 In einem Gefäß befinden sich Z1 Kugeln mit dem Merkmal S1 , 

 Z2 Kugeln mit dem Merkmal S2  und Z3 Kugeln mit dem Merkmal S3 .

 Es wird zweimal ohne bzw. mit Zurücklegen gezogen. 
 Stellen Sie den Ergebnisraum in Form eines Baumdiagrammes dar und geben Sie jeweils 
 die Wahrscheinlichkeit an.

Eingaben für das Baumdiagramm:
Die Bezeichnungen können beliebig sein und dürfen bis zu 3 Zeichen lang sein.

Bezeichnungen der Merkmale: S1 "R" S2 "B" S3 "G"

Anzahl der Merkmale: Z1 3 Z2 4 Z3 5

Mit Zurücklegen Ohne Zurücklegen

Baumdiagramm zum Urnenmodell

___________________________
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Stochastik
- Simulation der Binomialverteilung -

 Experimentelle Überprüfung

 Jedes Aufprallen einer Kugel auf eines der Hindernisse ist ein Bernoulli-Versuch. 
 Die beiden möglichen Ausgänge sind Kugel fällt nach rechts (X = 1) und
 Kugel fällt nach links (X = 0).

Eingaben: Zeilen 8 Kugeln 500

Animation

EA
T

"NuB" 0 1 2 3 4 5
"AnzKu" 0 13 65 115 134 110

"WExp" 0 0.026 0.13 0.23 0.268 0.22

"Binom" 0.0039 0.0312 0.1094 0.2187 0.2734 ...



___________________________
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Stochastik
- Der zweiseitige Signifikanztest - automatisiert -

 Aufgabe zum zweiseitigen Signifikanztest 
 Gegeben ist eine Stichprobe von N getesteten Objekten. 
 Die Wahrscheinlichkeit der Testgröße sei p.
 Wählen Sie die Testart aus. 
 Typ A: Annahmebereich A gegeben, α-Fehler gesucht 
 Typ B: Signifikanzniveau αS gegeben, Annahmebereich A gesucht 
 Bezeichnungen: 
 Annahmebereich:  A = { k1 1 ... k2  } 

 Ablehnungsbereich:  A


  =  { 0 ... k1  } ∪ { k2 1 k2 2 ... N  }  
.

Gegeben: N 100 p 0.6

Wählen Sie: Zweiseitiger Test Typ A: Zweiseitiger Test Typ B:

Mittiger Annahmebereich Zweiseitiger Hypothesentest

Grenzen: k1 54 k2 65 Signifikanzniveau: αS 10%

Ergebnis "Annahmebereich von" 51 "bis" 68( )

Wahrscheinlichkeit für A: PA 0.91785 α - Fehler: α 0.08215

0 50 100

0.02

0.04

0.06

0.08

Binomialverteilung mit Annahme- und Abnahmebereich

k

B
(N

, p
, k

)

k1 k2

___________________________
Bd2c_3-4-06_signifikanztest-zweis.xmcd 1/1



Quelle: Akademiebericht 470
Band 2c, Sekundarstufe II
Stochastik, Normalverteilung
___________________________

Stochastik
- Koordinatentransformation für die Normalverteilung -

 Aufgabe
 Gegeben sind der Erwartungswert μ 12  und die Standardabweichung σ 2   einer

 Normalverteilung  φ
μσ

x( )
1

σ 2 π
e

1

2


x μ

σ







2


    mit  x ∈ IR. 

 Die Entstehung der standardisierten Normalverteilung φ t( )
1

2 π
e

1

2
 t

2


=  soll durch 

 eine Koordinatentransformation schrittweise verdeutlicht werden  

 a) Verschieben Sie die Normalverteilung mithilfe einer Koordinatenstransformation so, 
     dass der Erwartungswert im Koordinatenursprung liegt.

 b) Stauchen bzw. strecken Sie die Normalverteilung um den Faktor 
1

σ
 bzw. σ .

Dynamische Darstellung der Koordinatentransformation

Normalverteilung: verschobene Normalverteilung: standardisierte Normalverteilung:

Konkrete Wendepunkte: Konkrete Wendepunkte: Konkrete Wendepunkte:

W11 10 0.121( ) W21 2 0.121( ) W31 1 0.242( )

W12 14 0.121( ) W22 2 0.121( ) W32 1 0.242( )

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Koordinatentransformation der Normalverteilung

x

φ
(x

)

xW1
xW2

___________________________
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Statische Darstellungen

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Graph von φ

Wendepunkte

Normalverteilung

x

φ
(x

)

μ σ μ σ

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Graph von φ

Wendepunkte

Teilaufgabe a)

x

φ
(x

)

σ σ

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Graph von φ

Wendepunkte

Teilaufgabe b)

x

φ
(x

)

1 1

___________________________
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DGL, Richtungsfeld
___________________________

Gewöhnliche Differentialgleichungen
- Homogene DGL, Richtungsfeld -

 Theorie zum Richtungsfeld
 Gegeben ist eine DGL y' f x y( )=  und die Kurve y φ x( )=  einer Lösung mit einem 
 Punkt P(x0/y0) ∈ φ x( ).

 Die Differentialgleichung definiert in jedem Punkt P die Richtung m f x0 y0 =  der 

 Tangente an eine Lösungskurve φ x( ). 

 Der Richtungsfaktor y'
dy

dx
=  der Tangente an die Kurve im Punkt P kann unmittelbar 

 aus der Differentialgleichung, ohne Kenntnis der Funktionsgleichung der Lösungskurve, 

 bestimmt werden und es gilt:  
dy

dx
f x0 y0 = .

 Die Gesamtheit dieser Richtungen bildet das Richtungsfeld. Jeder gegebene Punkt
 P mit seiner Richtung ist ein Element des Richtungsfeldes.
 Zeichnet man für jeden gewünschten Punkt P ein kleines Stückchen der Tangente, so 
 erhält man das Richtungsfeld mit seinen Linienelementen.
 Bei gegebener Anfangsbedingung P(x0, y0) kann jetzt die Lösungskurve der DGL 
 näherungsweise ermittelt werden, indem man die Kurve so in das Richtungsfeld ein-
 zeichnet, dass ihre Tangentenrichtungen mit den entsprechenden Linienelementen 
 übereinstimmen.

1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Lösungskurve durch P und Q

Tangente in P

Punkt P

Tangente in Q

Punkt Q

Lösungskurve mit zwei Tangenten

x-Achse

y-
A

ch
se

y1

y2

x2x1

___________________________
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 Beispiel
 Gegeben ist die Differentialgleichung y' 2 x y x 0=   
 mit der Anfangsbedingung x0 0  ;  y0 1  ;

 Zeichnen Sie in das vorgegebene Richtungsfeld eine näherungsweise Lösungskurve 
 durch den Punkt P(x0 / y0) und kennzeichnen Sie in der erstellten Graphik die gegebene 
 Anfangsbedingung.

Graph erstellen:

f x y( ) y' 2 x y x 0= auflösen y' x 2 x y

Anfangswert: P 0 1( ) Steigung im Anfangswert: f x0 y0  0

1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Richtungsfeld

Anfangswert

Kurve φ (x)

Graphische Lösung

x-Achse

y-
A

ch
se

___________________________
Bd2c_2-3-01_Richtungsfeld-Einf.xmcd 2/2



Quelle: Akademiebericht 470
Band 2c, Sekundarstufe II
DGL, Trennung der Variablen
___________________________

Gewöhnliche Differentialgleichungen
- Homogene DGL, Trennung der Variablen -

 Aufgabe
 Gegeben ist die Differentialgleichung y' sin x( ) y 0=   
 mit der Anfangsbedingung   x0 0=  ;  y0 1=  ;

 a) Ermitteln Sie die allgemeine Lösung der gegebenen DGL.
 b) Erstellen Sie für x  [ 6  ;6]eine Graphik für die Kurvenschar yA x K( ) der 

     allgemeinen Lösung.  
 c) Geben Sie zu den gegebenen Anfangsbedingungen die Definitionsmenge als Intervall an 
     und ermitteln Sie die partikuläre Lösung der DGL.
 d) Erstellen Sie für eine geeignet gewählte Definitionsmenge die Lösungskurve y = f(x) 
     durch den Punkt P(x0 / y0) und kennzeichnen Sie in der erstellten Graphik die gegebene
     Anfangsbedingung. 

Teilaufgabe a)

Allgemeine DGL: y' f x( ) g y( )=

Konkrete DGL: y' sin x( ) y 0=

Auflösen nach y': y' sin x( ) y 0= y sin x( )

Definition von f(x) und g(x): f x( ) sin x( ) g y( ) y

Nullstelle von g(y):

g y( ) 0= y 0= (triviale Lösung der Differentialgleichung)

Im Folgenden gilt: g y( ) 0

Verwendung des Differentialquotienten:

dy

dx
f x( ) g y( )=

Trennung der Variablen:

dy

g y( )
f x( ) dx= ⇔

dy

y
sin x( ) dx=

___________________________
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Integration beider Seiten:

y
1

g y( )






d xf x( )



d k= ln y  k cos x( )=

Nach y auflösen:

ln y  k cos x( )=
auflösen y

erweitern
e

k
e

cos x( )

Also: y e
k cos x( )

=

Auflösen des Betrags:

1. Fall: Mit y 0  folgt: y e
k cos x( )

= y e
k

e
cos x( )=

mit K1 e
k

= K1 0 ⇒ y K1 e
cos x( )=

2. Fall: Mit y 0  folgt: y e
k cos x( )

= e
k

e
cos x( )

mit K2 e
k= K2 0 ⇒ y K2 e

cos x( )=

Zusammenfassung

Die beiden Fälle  (1) und (2) können zusammengefaßt werden wenn eine Konstante
verwendet wird, die sowohl negative als auch positive Werte annehmen kann.  

      Die allgemeine Lösung lautet.

y K e
cos x( )= mit K ∈  IR \ {0}  und y 0

Erweitert man den Definitionsbereich der verwendeten Kontanten auf IR, so kann mit 
      derselben Funktionsgleichung auch noch die triviale Lösung der Differentialgleichung
      angegeben werden.

yA K e
cos x( )=  IR

Für K = 0 folgt die triviale Lösung:

y 0 e
cos x( )= y 0=

___________________________
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Teilaufgabe b)

Kurvenschar: yA x K( ) K e
cos x( )

Kurvenschar mit Auswahl einer Kurve:

Scharkurve "allgemeine Lsg." Konkrete Scharkurve: yA x K( ) e
cos x( )

6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6

10

8

6

4

2

2

4

6

8

10

Scharkurve

triviale Lösung

spezielle Lösungskurve

Kurvenschar

x-Achse

y-
A

ch
se

Parameterwert der 
ausgewählten Kurve:

K 1

Teilaufgabe c)

Gegeben: yA x K( ) K e
cos x( )

Bestimmung der Konstanten K über die Anfangsbedingung: x0
3

2
π y0 1

K yA x0 K  y0= auflösen K 1

Einsetzen: f x( ) yA x K( ) f x( ) e
cos x( )

___________________________
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Teilaufgabe d)

Wählen Sie einen beliebigen Punkt P(x0 / y0):

6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6

10

8

6

4

2

2

4

6

8

10

Lösungskurve

Anfangswert

Lösung des Anfangswertproblems

x-Achse

y-
A

ch
se

Anfangswert:

P
3 π
2

1







Parameter:

K 1

Lösungskurve:

f x( ) e
cos x( )

Definitionsmenge:

D = IR

___________________________
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Matrizenrechnung
- Übungsaufgabe zum Leontief-Modell -

  Aufgabe 6

  Die Verflechtung dreier Werke U, V und W eines Chemieunternehmens untereinander 
  und mit dem Markt wird durch das Leontief-Modell beschrieben. 

  Dabei gilt folgende Inputmatrix: A

0.4

0.3

0.12

0.05

0.25

0.1

0.4

0

0.2









=

 a)  Berechnen Sie die Marktabgabe der Werke U, V und W, wenn 800 Mengeneinheiten
      (ME) von U, 520 ME von V und 450 ME von W produziert werden.
      Erstellen Sie die zugehörige Input-Output-Tabelle.

 b)  Für einen kommenden Zeitraum wird mit dem Marktvektor  y


374

150

112









=  gerechnet.

      Bestimmen Sie den zugehörigen Produktionsvektor.

 c)  Durch ein neues Produktionsverfahren ändern sich die Koeffizienten a11 und a21  

      der Inputmatrix A. Außerdem soll die Produktion der Werke U, V und W auf das 
      Verhältnis x1 : x2 : x3 = 10 : 8 : 5 umgestellt werden. 

      Der neue Marktvektor ist y


549

297

180









=  .

      Ermitteln Sie die neue Inputmatrix sowie den neuen Produktionsvektor.

 d)  Für die weitere Planung wird das ursprüngliche Produktionsverfahren beibehalten, 

      wobei der Produktionsvektor  xt


600

300 t

675

t













=   mit  t ∈ [ 1 ; 3 ]  zugrundegelegt wird.

      Für welche Werte von t ist die Marktabgabe von Werk U keiner als die von Werk V?
      Die Werke U und W erzielen aus ihrer Marktabgabe jeweils einen Erlös von 2 
      Geldeinheiten je ME, Werk V erzielt einen Erlös von 1 Geldeinheit je ME.
      Für welchen Wert von t ist der Gesamterlös aus der Marktabgabe aller drei Werke 
      maximal?

___________________________
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 a) Typ: Inputmatrix A und Produktionsvektor x


  gegeben 

       ⇒  gesucht Marktvektor y


, Verflechtungsmatrix.

Grundgleichung für Verflechtungen: E A( ) x

 y


=

Einheitsmatrix: Inputmatrix: Produktion:

E

1

0

0

0

1

0

0

0

1









 A

4

10

3

10

12

100

5

100

25

100

1

10

4

10

0

2

10



















 A

0.4

0.3

0.12

0.05

0.25

0.1

0.4

0

0.2









 x

800

520

450











Lösung:

E A

0.6

0.3

0.12

0.05

0.75

0.1

0.4

0

0.8









 Marktvektor: y E A( ) x y

274

150

212











Verflechtungsdiagramm:

Warenflussmatrix

"Zweigwerke"

"U"

"V"

"W"

"U"

320

240

96

"V"

26

130

52

"W"

180

0

90

"y"

274

150

212

"x"

800

520

450

















Eigenbedarf_U 320 Lieferung_UV 26 Lieferung_UW 180

Lieferung_VU 240 Eigenbedarf_V 130 Lieferung_VW 0

Lieferung_WU 96 Lieferung_WV 52 Eigenbedarf_W 90

Produktion_U 800 Konsum_U 274

Produktion_V 520 Konsum_V 150

Produktion_W 450 Konsum_W 212

___________________________
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 b) Typ: Neuer Marktvektor y


  gegeben  ⇒  gesucht neuer Produktionsvektor x


 .

Produktionsvektor: x x1 x2 x3 
x1

x2

x3













 E A

0.6

0.3

0.12

0.05

0.75

0.1

0.4

0

0.8











Neuer Marktvektor: y

374

150

112











Zu lösendes Gleichungssystem:

E A( ) x x1 x2 x3  y=

3 x1

5

x2

20


2 x3

5


3 x2

4

3 x1

10


4 x3

5

x2

10


3 x1

25






















374

150

112









=

Gaußmatrix aufstellen:

G erweitern E A y( )

3

5

3

10


3

25


1

20


3

4

1

10


2

5


0

4

5

374

150

112





















In Diagonalform bringen:

Gdiag zref G( )

1

0

0

0

1

0

0

0

1

900

560

345











Lösungsvektor abrufen: 

x Gdiag
4  ⇒ x

900

560

345











___________________________
Bd2c_4-2-06_leo-uebung-6.xmcd 3/6



Quelle: Akademiebericht 470
Band 2c, Sekundarstufe II
Leontief-Modell, Aufgabe 6
___________________________

 c) Typ: Neue Inputmatrix A1 und neuer Marktvektor y1


  gegeben 

       ⇒  gesucht neuer Produktionsvektor x1


 .

Neue Inputmatrix: Zur Erinnerung:

A1 a11 a21 

a11

a21

12

100

5

100

25

100

1

10

4

10

0

2

10



















 E A1 a11 a21 

1 a11

a21

3

25


1

20


3

4

1

10


2

5


0

4

5





















Neuer Marktvektor: Neuer Produktionsvektor:

y1

549

297

180









 x m( )

10 m

8 m

5 m











Zu lösendes Gleichungssystem: E A1( ) x y=

E A1 a11 a21   x m( ) y1=

12 m
5

 10 m a11 1 

6 m 10 a21 m

2 m















549

297

180









=

In Komponenten: 

m1 2 m 180= auflösen m 90 m1 90

a21neu 10 a21 m1 6 m1 297= auflösen a21
27

100
 a21neu 0.27

a11neu 10 1 a11  m1
12

5
m1 549= auflösen a11

3

20
 a11neu 0.15
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Neue Inputmatrix:

A A1 a11neu a21neu  A

0.15

0.27

0.12

0.05

0.25

0.1

0.4

0

0.2











Neuer Produktionsvektor: 

x1 x m1( ) x1

900

720

450











 d) Typ: Neuer Produktionsvektor x t( )


  gegeben 

       ⇒  gesucht neuer Verbrauchsvektor y t( )


 .

Produktionsvektor:

x t( )

600

300 t

675

t













 mit t ∈ [ 1 ; 3 ]

Verbrauchsvektor:

y t( ) E A( ) x t( )

510
270

t
 15 t

225 t 162

540

t
30 t 72



















Bedingung: y t( )1 y t( )2 510
270

t
 15 t 225 t 162

Vereinfacht: 8 t
2 18 t 9 0 auflösen t

3

2
t t

3

4


___________________________
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0 1 2 3

Graphische Lösung

3

2

3

4

Definitionsmenge

Parabel 
positiv 

Parabel 
positiv 

Lösungsmenge

ID =  [ 1 ; 3 ] IL
1
 = ] 0 ; 

3

4
 [ ∪ ] 

3

2
 ; ∞ ] 

Lösungsmenge:  IL = IL1 ∩  ID = [ 1.5 ; 3 ]   

___________________________
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