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Die Formel von Cardano - Herleitung =madawid1

Theorie 1: Allgemeine Herleitung der reduzierten Form

Gegeben ist eine kubische Gleichung A-y3 + B-y2 +Cy+D=0
mit A=0AA,B,C,D €IR.

Diese Gleichung wird in die reduzierte Form x3 + p-X + q = 0gebracht.
1. Schritt: Normierung

A~y3 + B-y2 +Cy+D=0 durch A dividieren und neue Koeffizienten wéhlen:
y3+b-y2+c-y+d =0

b
2. Schritt: Substitution: y =x — g

vereinfachen:

3 2 2-b3 b2-x c-b 3
y +by +cy+d=0>—-—-—+Xx +Ccx+d=0
27 3 3

Zusammenfassen

3 b? 26 cb
X +|C——|X+|—-—+d|=0
3 27 3

3. Schritt: Reduzierte Form

liefert: x3 +px+9g=0
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Beispiel:

Gegeben ist die kubische Gleichung: 2.y3 + 12.y2 -120.y-832=0

Koeffizienten ablesen: A=2 B:==12 C:=-120 D:= -832
Normierung: y3 + 6~y2 -60y-416=0

Koeffizienten ablesen: b:=6 c:=-60 d:=-416

y3+b~y2+c~y+d:O—>y3+6~y2—60~y—416:0

2 3
Reduzierte Form: p:=c- b q:= 2 _ &l +d
3 27 3

x3+p~x+q:0—>x3—72-x—28020

Theorie 2: Herleitung der Formel von Cardano

Gegeben ist eine kubische Gleichung in reduzierter Form: x3 +px+q=0
mit p,g=0Ap,q €IR.

3
Dann gilt fur eine Losung: x = \/—g +

Die Lésung der reduzierten Form
einer kubischen Gleichung geht
groRtenteils auf Gerolamo Cardano
(24.9.1501 - 20.9.1576) zurlick.

Die Idee war, eine kubische Gleichung
auf eine quadratische Gleichung zu-
ruckzufuhren.

http://turnbull.mcs.st-and.ac.
uk/history/PictDisplay/
Cardan.html
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Setze x=u+Vv (1) Mmituz0Av=0Au=-v
Binom ausmultiplizieren und teilweise faktorisieren:

xS = (u+ v)3 ¥ izulvisuviavi=udy 3.u-v-(u+vVv)+ v (2)

alles auf eine Seite:

(u+v)3—3~u~v'(u+v)—u3—v3:O & x3—3~u-v-x—u3—v3:0
Koeffizientenvergleich: -p=3-u-v 3)
-q = ud 4 (4)

Aus (3) v= P
3-u
3 p )’ 3 (p)° 1
In (4) -q=u +(—3—j & u —(—j —+09=0
3 3
Multiplizieren mit u™ = 0: u6 + q~u3 - (Ej =0

Mit der Substitution u3 = z entsteht eine quadratische Gleichung:

[,
ﬁ

N OO O

3
z2 +0-z- (gj =0 auflésen,z —

Umformung:

I\J|.Q
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Resubstitution:

Eswar: x=u+v

Damit folgt fur eine Lésung (die andere ist identisch):

3 2
Definition der Diskriminante: D:= (Bj + [ﬂj

3 3
x1= |2 +yD+ [—= /D
2 2
Mit den Abkirzungen K; und K, lautet die Formel von Cardano:
=3 N =3 L 3K
Kl = 5 + '\/_D K2 = '\/_D Xl = Kl + K2

Jede Gleichung dritten Grades hat im Komplexen drei Lésungen. Die Formel von Cardano liefert
nur eine Lésung der gegebenen Gleichung dritten Grades. Die fehlenden Lésungen werden mit
Hilfe der dritten Einheitswurzeln berechnet.

z0 := z3 =1 auflésen,z —
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eq:=201 ey := 202 eg:= 203
0,—— .2
=0,— T
® 100
Dritte Einheitswurzeln Die beiden komplexen Wurzeln
15 muissen so gewahlt werden, dass
' die Nebenbedingung
P .. .
u-v = — erfullt ist
/ L \\ 3
3 0.5
S
< / Fir die Lésungen (Linearkombi-
g nationen) der gegebenen
-1 11 -0. . 1. i it
-% 5 \ 05 [0 05 5 Gleichungen gilt:
g —0.5 /
\\_ 7
=15
Reelle Achse
Kreismit r=1
@®®©® Losung der Gleichung
Eingesetzt:
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Beispiel

Gegeben ist die Gleichung x3 - 72:x-280=0
a) Losen Sie die Gleichung mithilfe der Formel von Cardano.
b) Uberpriifen Sie die Richtigkeit der Lésungen mit Mathcad .

Teilaufgabe a)

3 2
p q
=72 = -280 D=|—| +|—=
’ ; (?J [J

Lésungen nach Cardano:

X1:27‘%+ﬁ+7—g—\/—'3 xq =10
2 (‘%* f'i)'y‘%ﬁ*?’/‘g‘ﬁ'(‘%‘@j Xp = -5+/3i
R -

Teilaufgabe b)

10
x>~ 72.x - 280 = 0 auflosen X —| -5+ \/§~i

—5-4/3:i
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