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Teilaufgabe 1.0

L ) x2 + a2
Gegeben ist die Funktion f_(x) = In

+ +
J mit der Definitionsmenge D=IR unda€lR .

Teilaufgabe 1.1 (5 BE)
Begriinden Sie, dass D die in IR maximale Definitionsmenge von f ist, und untersuchen Sie ob

fa Nullstellen besitzt.

2 o
X+ a auflésen, x

>0 —>0<x
a-x annehmen,a>0

Das heildt, die Argumentenfunktion ist positv fir x>0.

Nullstellenbedingung:

a \/—3~a~i
2 2 P .
X" +a 2 2 ) 2 2 keine
=1 & X +a —-ax=0auflésen,x — I
a-x \/—3.&I reelie
_ LOsung
2 2

= keine Nullstellen

Teilaufgabe 1.2 (5 BE)
Ermitteln Sie das Verhalten von f,(x) an den Randern von D und begriinden Sie, dass der Graph

von fy nurim I. Quadranten des Koordinatensystems verlauft.

2
a
T

X+ a2

lim In — 00 = vertikale Asymptote xq:= 0
+ a-x
X—0
l
o+ oo 0

T 1
. x2+a2 . 1 a
lim In = lim In|]—Xx+—] =0
X — o0 a-X X — 00 a X

Der Graph von fa ist stetig und besitzt keine Nullstellen, also f,(x) > 0, der Graph von f verlauft

im 1. Quadranten.
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Teilaufgabe 1.3 (7 BE)
Bestimmen Sie das Monotonieverhalten des Graphen von f, sowie die Koordinaten und Art des

Extrempunktes in Abhangigkeit von a.
2 2
-a

X -a
x~(x2 + az)

[M6gliches Teilergebnis: f'5(x) =

2
Mathcad-Darstellung des Funktionsterms: f(x,a) = In[x *a }
a-x
Ableitungsfunktion: f'(x, a) = d_f(x,a) f'(x,a) = 2 1
dx a4 x> X
2 2 2 2 2
2:X - (a + X ) X —a
Umformungen: f'(x,a) = 5 f(x,a) = ————=
x-(a +x) x-(x +a)
[+
u . 2 2
Zéahler abrufen: z(x,a) = x —-a
) _ B 2 2 ) a
Nullstellen des Zé&hlers: z(x,a) =0 > x" —a =0 auflésen,x —
—a keine Lésung

Vorzeichentabelle

X =0 X = sms: streng monoton steigend

smf: streng monoton fallend

Zahler  nicht definiert neg. 0s fa.a) = In(2)
Nenner nicht definiert pos
f'(x,a) nicht definiert g pos Tiefpunkt: TP(a/In(2) )
G; smf sms

In den folgenden Teilaufgabe wird a = 1 gesetzt.

Teilaufgabe 1.4 (11 BE)
Zeigen Sie, dass der Graph von f; genau einen Wendepunkt besitzt, und berechnen Sie dessen

Koordinaten (Rundung auf 2 Dezimalen).
Zeichnen Sie den Graphen von f4 im Bereich 0 < x < 5unter Verwendung aller bisherigen Ergeb-

nisse (1 LE =2 cm).

Konkreter Funktionsterm: f(x) = f(x,1) f1(x) = In(x i 1}
X
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2
. x -1
1. Ableitung: 'l (x) = OI—fl(x) f1(x) = R
dx x-(x + 1)
2 4
. 4.x -x +1
2. Ableitung: f'1(x) = d—f'l(x) f'e(x) = —————
dx 2( 2 )2
X \x +1
" . " " 2 4
Zahler abrufen: 2" (X) = numer(f 1(x)) =4x -x +1
Flachpunkte:
\/—5 +2 2058 Losung
) s 4 ) /2 _ \/g 0.486i keine Lésung
2"(X) =0—>4-x" —x + 1=0 auflosen,x — = » 058 keine Losung
-/ \/TS +2 e
; keine Lésung
—0.486i
2-4/5
N V5+3
xp =5+ 2 fl(xF) = In| ———==0.934
\ \/—5 +2
einfache Nullstelle = Wendepunkt WP( 2,06 / 0,93)
4
y
[}
2
<
/
t \‘/
-1 0 1 2 3 4 5 6
x-Achse
Graph von f1
® @ @ Tiefpunkt
¢ ¢ ¢ Wendepunkt
=+ = vertikale Asymptote

Aitur 2011, Mathematik Technik
13. Klasse, A Il - Lésung
Seite 3von 10



mathphys-online

X ar
Gegeben ist weiter die Integralfunktion F durch F(x) = J f1() dt mit De=1IR .
1

Teilaufgabe 1.5 (6 BE)
Ermitteln Sie das Monotonieverhalten, das Krimmungsverhalten und die x-Koordinate des Wende-

punkts des Graphen von F sowie die Anzahl der Nullstellen von F, ohne die Integration durchzu-
fuhren.

F'(x) =f1(x) F'(x) >0fur x>0 = G ist streng monoton steigend in D.
F'(x) =f1(x) F"(x) <Ofur x <1 =  Ggistrechtsgekrimmtin D.
F'(x) >0flr x> 1 =  Ggistlinksgekrimmt in Dp.

= Wendepunkt an der Stelle x = 1

1
FQ1) = J f1(t)dt=0 = x = 1ist die einzige Nullstelle von F
1

[

Graphen von Funktion f und Integralfunktion F

y-Achse

x-Achse

Graph von f1

Q0@ Ticfpunkt von f

¢ ¢ ¢ Wendepunkt von f

=e = yertikale Asymptote von f
Graph von F

@ © Wendepunktvon F
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Teilaufgabe 1.6 (8 BE)
Bestimmen Sie einen Naherungswert von F(3) unter Verwendung einer Untersumme mit

AXx = 0.5 auf zwei Nachkommastellen.

Ermitteln Sie eine integralfreie Darstellung von F(x) und berechnen Sie F(3) ebenfalls auf
zwei Nachkommastallen.

Graphen von f mit Flachen der Untersumme

y-Achse

-1-05]0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

-1

x-Achse

I Flachen der Untersumme
@@®® Tiefpunkt von f

€ ¢ ¢ Wendepunkt von f

=+ = vertikale Asymptote von f
Graph von f

Fnaherung = 0-5-(f1(1.25) + 11 (1.75) + f1(2.25) + 1 (2.75))

I:néiherung =184

Bestimmung der Stammfunktion:

r [ ( ]
F(x) :J f1(x) dx = In -1dx
)

Partielle Integration: F(x) = u(x)-v(x) - I V(x)-u'(x) dx
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2 2
X +1 d X -1
u(x) = In( } = u'(x) == —u(x) u'(x) = > 1 val. £, (x)!
X dx x~(x + 1)
vi(x) =1 = v(x) = x
x2 +1 |( x2 -1
= F(x) =1In X — x~2— dx
X J x-(x + 1)
x2 -1
Polynomdivision: parfrac — 1 -
X +1 x2 +1
x2 +1 2 x2 +1
= F(x) =1In X — 1- > dx =1In X — X + 2arctan(x) + C
X J X"+ 1 X
x2 +1

= F(x,C) ::In[ ]-x—x+2arctan(x)+c

= F3:= F(3,0) - F(1,0) F3=1.85

Teilaufgabe 2.0 (6 BE)

Eine Kugel der Masse m befindet sich in einer Flussigkeit und wird zum Zeitpunkt t = 0 aus der
Ruhe heraus losgelassen. Zum Zeitpunkt t > 0 hat die Kugel eine Strecke der Lange s(t) durch-
fallen und besitzt zu diesem Zeitpunkt t die Geschwindigkeit v(t) = s'(t) sowie die Beschleuni-
gung a(t). Im Folgenden werden zur Vereinfachung nur die MaRRzahlen der physikalischen
GrofRRen verwendet. Fir die Geschwindigkeit v (t) der Kugel gilt die folgende Differential-
gleichung: m-v'(t) = m-g — k-v(t), wobei g und k weitere physikalische Konstanten sind.

Teilaufgabe 2.1 (9 BE)
Bestimmen Sie v (t) mit der Methode der Variation der Konstanten.

DGL: m-v'(t) = m-g — k-v(t)

Umformung liefert die inhomogene DGL: V' (1) + L'v(t) =g
m
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1. Losung der homogenen DGL

k .
vVit) + —v(t) =0 = tiviale Losung: v(t) =0
m
Differentialquotient: ﬂ + L-v =0
dt m
Variable trennen: ﬂ = —L-dt mit v=0
v m
. 1 k k-t
Integrieren: | —dv = | —dt+C—>In(v)=C- —
m m

J \'

kein Betrag, da v > 0 gilt:

C-m-k-t
. k-t .
Nach y auflésen: In(v) =C - — auflésen,v — e
m
k
c e
Mit D = e~ > Ofolgt: Vh(t) =D-e m Lésung der homogenen DGL
2. Losung der inhomogenen DGL
k
—— .t
Variation der Konstanten V(1) = D(t)-e

——t -——t
Ableitung durch Anwendung der Produktregel:  v'(t) = D'(t)-e moy D(t)-e m .[—

Einsetzen in die inhomogene DGL: V' (1) + L'v(t) =g
m

_L.t _L.t —L~t
D()e ™ +D@M)e M .(—£j+5- D)e " =g
m m

k k
-t — .t

s D'()e " =g s D(t)=g-e"
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f k k
—t T
Integration: D(1) :J ge™ dt= g.?.em +C
k k
m ot ot gm
Spezielle Lésung mit C =0 vg(t) = g~?-em e ™ vereinfachen — vg(t) = .

3. Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL

k
.t

V() = vg () + Vi (D) = % iDe "

4. Einsetzen der Anfangsbedingung

——.0
-m .m
v(0)=0 & gT +De " =0 aufldsen ,D > _gT
K t
-Mm -Mm
e yp=2Mm_9m,.m
k k

L
v(t) = %- 1-e M

Teilaufgabe 2.2.0

- 0.50-t)
e

Fir v (t) einer speziellen Kugel gilt: v(t) = 19.6.(1 - fur t> 0.

Teilaufgabe 2.2.1 (6 BE)
Zum Zeitpunkt tq mit t; > 0 besitzt die Kugel die Beschleunigung a; = v‘(tl). Zeigen Sie, dass

die Zeitdauer Ty, in der sich die Beschleunigung a4 halbiert, unabhangig von t, ist und be-

rechnen Sie Ty

Funktionsterm: v(t) = 19.6-(1 e 0.50.t)
Beschleunigung: a(t) == d—v(t) _ gg.e 0ot
dt
Zu zeigen: a(tl " TH) - ia(tl)
2
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= 9.8-e —
2
-1
ERLEET
& e = E auflésen, Ty — In(4)
Ty:=1In(4)

Teilaufgabe 2.2.2 (3 BE)

unabhéngig von t;

Ermitteln Sie die Streckenlénge, welche die Kugel bis zum Zeitpunkt t = 2.5 durchféllt, auf eine

Nachkommastelle.

Streckenlange allgemein: s(t) = J' v(t)dt+ C= J 19_6.(1 -e 0'50't) dt+ C
2.5

Streckenlénge konkret: So = J 19.6-(1 -e 0'50't) dt
0
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Folgende Darstellungen in der Prufung nicht verlangt:

v(t) = 19.6-(1 -e 0'5°'t) a(t) == d—v(t) 98¢ 9°
dt
t t
s(t) :=J v(T)dT = J' ~196.¢ %> 71 196dr s(t) = 19.6t + 39.2.¢ 0°
0 0
v(t)-Diagramm a(t)-Diagramm
25 1
of I o 9.8
2 — ©
g / 5
2 15 3
=l c
c
=1/ :
o @ \
5 \
\
0 5 10 15 0 5 10 15
Zeit t Zeit t
[
v(t)-Diagramm s(t)-Diagramm
25 25 10 25 /
> T T D
E :/ ) :
°© 157 g 6 1
© «© |
E | % |
= | X |
S 10 i 5 4 i
S | & :
5 l 200 21
0 5 10 15 0 5 10 15
Zeit t Zeit t
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