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Mathematik 13 Technik - Al - Losung
D

Teilaufgabe 1.0
Gegeben ist die reelle Funktion f in der in IR maximalen Definitionsmenge D ¢ durch

2
3-X
f(x) := arctan(1

- 2-X

j mit x € IR. und a € IR\ {0}.

Teilaufgabe 1.1 (6 BE)
Geben Sie die Definitionsmenge D¢ sowie Nullstelle von f an, und untersuchen Sie das Verhalten

von f(x) fir x — 0.5 sowie fir x — oo und x — —oo. Geben Sie die Gleichungen der horizon-
talen Asymptoten des Graphen von f an.

2
Argumentfunktion: h(x) := 3%
1-2x
Definitionsliicke: n(x) := denom(h(x)) = 2.x-1

1
n(x)=0— 2-x-1=0 auflésen, x —>E

1
Definitionsmenge: D=IR\{ E}

Nullstellenbedingung:  z(x) := numer(h(x)) —» 37

0
z(x) =0—> —3-x2 =0 auflésen,x — ( j

0
Nullstelle: N(0/0)
: 3.x° .
lim — 00 = lim f(x) »—
- 1-2X _
1 1
X—>— X > =
: 3.x° .
lim — —00 = lim f(x) »—
+ 1-2X
1 1
X—>— X > =
2
2
. 3-X . ' .
lim — 00 = lim f(x) »— horizontale Asympote
x> o0 172X X -0 2 i
1=5
2
. 3-X . i .
lim — —00 = lim f(x) - — horizontale Asympote
X > 00 L= 2X X —> 00 2 '
Yo = Py
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Teilaufgabe 1.2 (8 BE)
Bestimmen Sie die maximalen Intervalle, in denen die Funktion streng monoton ist, und ermitteln
Sie Art und Koordinaten der lokalen Extrempunkte des Graphen von f.
2
. . 6-X — 6-X
[ Zwischenergebnis: f'(x) = > 2 ]
(1-2x)" +9x

2

1 1-2x)-6x—-3x (-2 1
f'(x) = > ~( ) > 2 = > 2 ~(6~x “12x% 4 6-x2)

3 2 (1-2x) (1-2x)"+9x

-X
1+
1-2x
6-X — 6-x2

f'(x) :=

(1- 2-x)2 + 9~x4

Horizontale Tangenten:

0
z'(x) := numer (f'(x)) > 6-x — 6-x2 Xg=2'"(X)=0—> 6:x - 6~x2 =0 auflésen,x — (J
Extrema abrufen: Xgq = xEl Xgp = sz
Xg1 =0 Xgz=1
Xxer ! xg2 f(0) =0
| l |
Zahler neg pos _pos neg
| /r\ TP( 0/ 0)
Nenner pos /pos !pos pas
F(x) neg/ pos E’OS feg f(1) = —atan(3) = -1.25
G s sms ?ms smf HP( 1/ —arctan(3))
l 0 l
TP POl HP

G; ist streng monoton fallendin] —oo ; OJund [ 1; oo [

1 1
Gf ist streng monoton steigend in [ O ; > [ und] > ;1]
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Teilaufgabe 1.3 (5 BE)
Zeichnen Sie unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse den Graphen von f und seine horizon-

talen Asymptoten fir —1 < x < 2 in ein Koordinatensystem mit der L&ngeneinheit 4 cm ein, und
geben Sie die Wertemenge von f an.

-4 -35-3-25-2-15-1-05 |0 05 1 15 2 25 3 35 4
-0.5T

y-Achse

_/‘T
Wertemenge: W =] EY

; —arctan(3)] U [ O; g[

Teilaufgabe 1.4 (6 BE)

X
Gegeben ist die Integralfunktion F durch F(x) :J f(t)dt und Dgp=] —oo; 0.5[.

-1
Geben Sie die Anzahl und die Lage der Nullstellen von F sowie das Krimmungsverhalten des
Graphen von F und die Abszisse seines Wendepunktes an, ohne das Integral zu berechnen, und
begriinden Sie Ihre Antworten.

-1

F(-1) = J f(t)dt=0 = Xg=-1 ist eine Nullstelle von F
-1

Monotonie von F o Verhalten von F' o Verhalten von f

f(x) >0firx<0 = G ist streng monoton steigend = Xg=-1 einzige Nullstelle

Krimmungsverhalten von F o Verhalten von F" o Verhalten von f'

1
G istrechtsgekrimmtin] —oo ; 0] und linksgekrimmtin [ O ; E[ = Wendepunkt xyy, = 0
F
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Teilaufgabe 1.5 (5 BE)
Gegeben ist eine Funktion g durch g(x) = | f(x) if x<0.5

(-f(x)) if x>05
Zeigen Sie, dass x = 0.5 eine stetig behebbare Definitionsliicke von g ist, und geben Sie die ste-
tige Fortsetzung g_von g an. Untersuchen Sie, ob g_ an der Stelle x = 0.5 differenzierbar ist.

Graphische Darstellung nicht verlangt:

[

-4 -35-3-25-2-15-1-05 1|0 05 1 15 2 25 3 35 4
-0.5T

y-Achse

linksseitiger Grenzwert:

. 3-x2
lim arctan
1~ 1-2x

X —> —
2

NS

= X = l ist stetig behebbare Def.llicke
2

rechtsseitiger Grenzwert:

stetige Fortsetzung: g_(x)= |f(x) if x<0.5
T it x=05
2

(-f(x)) if x>0.5
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6-X — 6-x2
Ableitungsfunktion: g_(x) = if x<0.5
(1- 2-x)2 + 9-x4
—(6.x - 6~x2) .
if x>0.5
(1- 2-x)2 + 9-x4

linksseitiger Grenzwert:

. 6-X — 6-x2
lim - =

17 (1-2%%+9x*
X - =

. 1 . . .
rechtsseitiger Grenzwert: = bei x = E nicht differenzierbar

lim o~ 67) L8
3

17 (1-2x%+ 9"

X —
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Teilaufgabe 2.0
Gegeben ist eine Schar reeller Funktionen hy in der in IR maximalen Definitionsmenge th
eX
durch hy (x) = — 3 mit k € IR\ {0}.
k + ex)
Teilaufgabe 2.1 (6 BE)

Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge D, in Abhangigkeit von k.

hy
Untersuchen Sie das Verhalten von h (x) firx — oo und x — —oo, sowie fiir den Fall, dass eine
Definitionsliicke vorliegt, in der Umgebung dieser Definitionsliicke.

X 3
Nullstelle des Nenners: n(x,k) := (k +e )

3
n(x,k) :O—>(k+ ex) =0 auflésen,x — In(—k)

keine Losung, falls k >0 = th =1IR

Definitionsliicke, falls k <0 = th = IR\{ In(-k) }

0
T
lim ¢ 3 -0
X_)_oo(k+e)
l
k3
o0
1t LH
lim e—X3: lim Lz: lim ;2:0
X_)oo(k+ex) X_)°°3(k+ex) e X_)°°3(k+e)
! !
o0 o0
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lim ——  annehmen, k<0 — -

. e
lim ——  annehmen k<0 —

x > In(—k) " (k . ex)

l
o+

Teilaufgabe 2.2 (8 BE)

Bestimmen Sie Art und Koordinaten der lokalen Extrempunkte der Graphen von h, in Abhangig-

keit von k sowie die Gleichung der geometrischen Ortskurve, auf der all diese Extrempunkte liegen.

X
Funktionsterm: h(x,k) = ° 3
k+ e
1. Ableitung: h'(x, k) := d—h(x,k) -
dx

X-(k - 2-ex)

(k + ex)4

. k
Horizontale Tangenten: h'(x,k) =0 & xg(k) =k - 2.€¥ = 0 auflésen,x — In(zj

Extrempunkt existiert, falls k > O

X auflésen, x k
k-2e€e >0 —> x<In| —
annehmen,k >0 2
X auflésen, x K
k-2e€e <0 —>In| —|<x
annehmen,k >0 2
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4 k 4 .
ye(k) = h(xE(k),k) = 5 = Hochpunkt H| In > ) > mit k > 0
27-k 27 -k

Bestimmung des geometrischen Ortes:

Vorgabe

x—In(kj y = 4
2 27.k?

2.e°

Suchen(k,y) annehmen — e—2.x if Im(X) <mtAO0<Tm+IMm(X)

27

undefined if 7 <Im(x) v ™ <-Im(x)

- 2-X
Ortslinie: O(x) :=

27

[

kureenschar mit Ortslinie

y-Arhse

¥-Achse
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Teilaufgabe 2.3 (6 BE)

4

1
Berechnen Sie fur k € IR den Wert des Integrals J = J' h|(x) dx in Abhangigkeit von k.
0

[EY
[EY

Stammfunktion: H(x, k) = —-
2

(k + ex)2

3(K) = H(L,K) = H(0,K) ) = — =1
2.(k+1)% 2.(k+e)?

Teilaufgabe 3.0
Zum Zeitpunkt t = 0 besitzen die 80 Millionen Einwohner eines Staates 10 Millionen Handys. Die

Anzahl der Handys, die in diesem Staat in Privatbesitz sind, wird durch den Funktionsterm f(t)
beschrieben, wobei t in Jahren gemessen wird.

Teilaufgabe 3.1 (7 BE)

Nach einem vereinfachten Modell gilt fiir die Anzahl der Handys in Privatbesitz in diesem Staat zum
Zeitpunkt t, fur t > O, die Differentialgleichung:

9 ) = 0.2.(60-10° - f(t)), wobei L-t(t) = (1) die Ableitung von f(t) nach der Zeit ist.

dt dt

Leiten Sie aus dieser Differentialgleichung den Funktionsterm f(t) her.

j_f(t) - 0.2.(60-10° - t(t))
t

Trennen der Variablen: ;df = 0.2-dt
(60.10° 1)
—l df = d
Integration: 6 - 0.2dt
J 60-10° - f
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= —|n(|60-1o6 - f|) =02t+C

= In(|60~106 - f|) - (0.2)- C

= |60.106 B f| _ o (02:9-C

_ ) ) -C
o 6010° -1 =ke @20 mitk=e

Auflésen des Betrags:  60-10° — f = k.~ (92 = £(t) = 60-10° — k.e (@2

—(60-106 - f) ke 02V £(t) = 60-10° + k-e

Allgmeine L6sung: f(t) = 60-10° - p.e” (020 mitD € IR
triviale Losung fur D= 0: f(t) = 60-106
Anfangswert. f(0) = 1O~1O6
= 60~1O6— D-e_0210~106 = D:50'106
Spezielle Lésung: f(t) = 60.106 - 50.106.9_ (0-2:1)
Teilaufgabe 3.2 (3 BE)

Nun soll gelten f(t) = 60-10° - 50.10%.¢7 02t

~(0.2-1)

Geben Sie an, welche konkrete Bedeutung die Zahl 60 Millionen in diesem Funktionsterm hat.
Berechnen Sie den Zeitpunkt t > 0, an dem 60% der Einwohner dieses Staates ein Handy be-

sitzen, wobei angenommen wird, dass jeder Einwohner héchstens ein Handy hat.

2

10

lim (60106 - 50~106~e J — 60000000

t > o

= Interpretation: Der Markt ist bei ca. 60 Millionen gesattigt.

60-10° - 50.10%.¢7 %% = 0.6.60.10° & 54.10° - 0.6.60.10% = 50.10°% ¢
24 _0.2-t )
tg = =" e auflésen,t — 3.6698458754010021949 tg=137

Nach etwa 3,7 Jahren haben 60% der Einwohner ein Handy.
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