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Differentialrechung I made with
Ableitungen der Sinus-, Kosinus- und Tangensfunktion

Aufgabe la

Gegeben ist die Funktion f(x) := sin(x) mit x € IR. Gesucht ist die Ableitungsfunktion.
Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion graphisch mithilfe der Anderungsrate.

[

Graph der Sinusfunktion mit Anderungsrate
1.5T

y-Achse

x-Achse

Graph der Ableitung der Sinusfunktion
1.5T

y-Achse
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Aufgabe 1b

Gegeben ist die Funktion f(x) := sin(x) mit x € IR. Gesucht ist die Ableitungsfunktion.
Bestimmen Sie die Ableitung mithilfe des Differentialquotienten.

Der Grenzwert |lim

X —>0

sin(x)

Betrachtung im 1. Quadranten des Einheitskreises:

Yoa Abschatzung fir das Bogenmal3:
1 sin(x) < x < tan(x)
o sin(x) X tan (x)
< <
tan x sin(x) sin(x) sin(x)
Sin x| x
X 1
1<— <
. sin(x) cos(x)
linke Seite: 1< X & sin() <1
sin(x) X
rechte Seite: X < ! & cos(X) < sin(x)
sin(x) cos(x)
sin(x)
Zusammenfassung: cos (x) < <1
) , sin(x)

Grenzwertbetrachtung: lim cos(x) < lim

x>0 x—>0 X

sin(x
& 1< lim 0
Xx—>0 X
. sin (x)
& lim -1
X —>0 A
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: . _ , f(x + Ax) — f(x)
Der Differentialquotient f'(x) = lim :
Ax —> 0 Ax
F(x) = lim (sin(x+Ax)—sin(x)j
Ax -0 Ax

. . ) ) ) [a-8 a+f

Mit dem Additionstheorem: sin(a) — sin(B) = 2-sin -C0S
2 2

i 2 [ AXx 2:X + AX
f'(x) = lim | —-sin| — |-cos| ——
Ax -0 Ax 2 2
Trennung der Grenzwerte:

. . AX
f'(x) = lim . lim cos(x+—j
Ax -0 ﬂ Ax -0 2
2
! !
1 cos (x)
-~ d .
Also gilt: —sin(x) = cos(x)
dx
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Aufgabe 2a

Gegeben ist die Funktion f(x) := cos(x) mit x € IR. Gesucht ist die Ableitungsfunktion.
Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion graphisch mithilfe der Anderungsrate.

[

Graph der Kosinusfunktion mit Anderungsrate
1.5T

/

y-Achse

Anderungsrate:

V2

A(xo) = T + —

x-Achse

Graph der Ableitung der Kosinusfunktion
1.5T

1+

y-Achse

x-Achse
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Aufgabe 2b

Gegeben ist die Funktion f(x) := cos(x) mit x € IR. Gesucht ist die Ableitungsfunktion.
Bestimmen Sie die Ableitung mithilfe des Differentialquotienten.

: . _ , f(x + Ax) — f(x)
Der Differentialquotient f'(x) = lim :
Ax —> 0 Ax
. cos (X + AX) — cos(x)
f'(x) = lim
Ax -0 Ax

. . _ (a-B)  (oa+B

Mit dem Additionstheorem: cos(a) — cos(B) = -2-sin -sin
2 2

) -2  (Ax) | [2x+ Ax
f'(x) = lim | —-sin| — |-sin| ——
Ax -0 Ax 2 2
Trennung der Grenzwerte:

of2)

: . . AX
f'(x) = lim ———— - lim sm(x + —j
Ax -0 ﬂ Ax >0 2
2
! !
-1 sin(x)
” d .
Also gilt: —cos(x) = -sin(x)
dx
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Aufgabe 3

Gegeben sind die Funktionen sin(x) bzw. cos(x) mitx € IR,
a) Stellen Sie die Sinusfunktion als Reihe dar.

b) Stellen Sie die Kosinusfunktion als Reihe dar.

c¢) Bestimmen Sie die Ableitungsfunktionen.

Teilaufgabe a)

Funktionsterm: f(x) := sin(x)

3 5 7 9 11
. X X X X X ,
Summenterm: sinx)=— - —+—-—+—-—+ ... flrxe] -o; o]
3 5 7 9t 11!

‘ X2-k+1
Summenschreibweise:  sin(x) = Z -1 '_(2-k NPTy

. . . |
Wahlen Sie die Naherung der einzelnen Funktionsterme: J
| 1 1 1 |
[*] Reihe
Sinus - Funktion N&herungen
41 4

3t

ot

1+

— 1T
_2--
-37 _4
— 4
—k=0
—k=1
— k=2
—k=4
sin X
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Teilaufgabe b)

Funktionsterm: f(x) := cos (x)

2 4 6 8 10
X X X X X "

Summenterm: cos(X)=1l-—+——-—+——-—+ ... firx €] —o0; oo
20 4 6! 8 10!

2-k
X
Summenschreibweise:  cos(x) = Z (—1)k-
(2-k)!
- . . [ [
Wahlen Sie die Naherung der einzelnen Funktionsterme: T
| 1 1 1 |
[*] Reihe
Kosinus - Funktion Néaherungen
4T 4T
3r 31
2 2T
I Il Il /\I Il Il ] — 4 = - 1 O 1 3
0 1 i
1T
- 27
- 2T
- 37
_3r _4t
— 4
— k=0
— k=1
— k=2
—— k=4
COS X
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Teilaufgabe c)

3 5 7 9 11
) X X X X X X .
Summenterm: sin(X)=— - —+——-—+——-—+ ... flirx €] —o0; oo
. 3 5 7 9 11
o d 3x? sxt 7x® 9x® 1140
Die Ableitung: —(sin(x)) =1- + - + -
dx 3! 5! 7! 9! 11!
2 4 6 8 10
. n . d , . X X X X
Mit — = ——— qilt:. —(sin(x)) =1-—+— - —+ — - —
nt n-(n-1)! dx 20 4 6 8 10!
Das ist die Reihe fur Kosinus.
2 4 6 8 10
X X X X X .
Summenterm: cos(x)=l-—+——-—+—-—+ ... flrx €] —oo; oo
20 4 6 8 10!
. : d 2-X 4-x3 6~x5 8-x7 10-x9
Die Ableitung: —(cos(x)) =0- — + - + - + ...
dx 2! 4! 6! 8! 10!
3 5 7 9
. n . d X X X X X
Mt — = — gilt. —(cos(X))=—+—-—+ — - —
nt n-(n-1)! dx 3 5 7 9l

Das ist die negative Reihe fir Sinus.
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Aufgabe 4

Gegeben ist die Funktionen f(x) := tan (x) mitx € ] —g g[.
a) Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion graphisch mithilfe der Anderungsrate.
c) Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion.

Teilaufgabe a)

Tangens mit Anderungsrate Ableitung von Tangens
10T |
X0

X0

y-Achse

e

!
]
i
!
!
[}
i
!
!
[}
i
!
[}
i
II
5 2 -2-15-1-05 0 05 1 15

y-Achse

- 2T

x-Achse

Anderungsrate: A(xo) =2

Funktionswert der Ableitungsfunktion:

|
|
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|
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|
|
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|
|
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|
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—2t15- /o 05 1 1
H |
|
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|
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|

- 10~ 1
=2

x-Achse cos (Xo)2

Teilaufgabe b)
sin(x)
cos (x)

f(x) = tan(x) & f(x) =

cos (x)-cos(x) — sin(x)-(-sin(x)) _ (cos(x))2 + (sin(x))2 _ 1

Feo = 2 2 2
(cos(x)) (cos(x)) (cos(x))

Ableitungsregel (3) d—(tan (x) =

623 (cos (x))
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