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Aufgaben zur Wiederholung I made with
fur die Schulaufgabe

Aufgabe 1 (Berufliche Oberschule 12 Nichttechnik , aus der AP 1999/Al)

Gegeben ist der Funktionsterm f mit f(x) = a~x4 + b~x3 + c-X + 4 einer ganzrationalen Funktion.
Der Graph von f besitzt im Punkt P(2/0) einen Wendepunkt. Die Tangente an diesen Graphen an
der Stelle x = O hat die Steigung m = —4.

a) Bestimmen Sie den Funktionsterm f(x) der Funktion f.

1
Zwischenergebnis: f(x) = —Z~x4 + x3 —4.x+ 4

b) Ermitteln Sie Art und Koordinaten samtlicher Wendepunkte des Graphen von f.
c) Bestimmen Sie mithilfe einer Monotonietabelle die maximalen Intervalle, in denen die Funktion
echt monoton zu- bzw. abnimmt sowie die Wertemenge W; der Funktion f.

d) Zeichnen Sie den Graphen von f fir -2 < x < 3. Verwenden Sie dazu die bisherigen Ergeb-
nisse und berechnen Sie zusatzlich die Funktionswerte f(-2), f(1) und f(3).
MafRstab: x-Achse: 1.LE = 2.cm ; y-Achse: 1-LE = 1-.cm.

Teilaufgabe a)

Funktionsterm: f(x,a,b,c) = a~x4 + b-x3 +CX+4
; . . d 3 2
1. Ableitung: f'(x,a,b,c):=—f(x,a,b,c) = 4-ax +3-b-x" +c
dx
. . N d . 2
2. Ableitung: f"(x,a,b,c) =—f'(x,a,b,c) = 12-a-x" + 6-b-x
dx
W(2/0) € G;: f(2,a,b,c)=0—>16-a+8b+2c+4=0
Wendepunkt: f"(2,a,b,c)=0—>48-a+12-b=0

Tangentensteigung:  f'(0,a,b,c) = -4 —>c=-4
Losung des Gleichungssystems:

16-a+8b+2c+4=0
1
(al b1 cl):: 48-a+12:-b =0 auflésen,a,b,c —>(—Z 1 —4)
c=-4

Auslesen der Lésungen: a; = - by=1 cp=-4

1

4
_X4 3

f(x) ::f(x,al,bl,cl) = T+X +4(—X) + 4
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Teilaufgabe b)

Feste Definition: f(x) = %jl + x3 —4.x+ 4

1. Ableitung: f'(x) = —x3 + 3~x2 -4

2. Ableitung: f'(x) = —3~x2 + 6-X
Wendepunktsbedingung: f'(x)=0—> 6-x - 3-X2 =0

2 0
6-x — 3-x~ =0 auflésen,x — )

1. Wendepunkt:

w1 =0 f(XWl) = 4 f'(XWl) =4 normaler Wendepunkt WP (0, 4)
2. Wendepunkt:

X2 = 2 f(XWZ) =0 f'(xwz) =0 Wendepunkt mit hor. TeP(2,0)
Tangente, also Terrassen-
punkt

Teilaufgabe ¢)

Horizontale Tangenten: f(x)=0—> 3~x2 - x3 —4=0
- 3-x2 - x3 -4 2
f'(-1)=0 Polynomdivision: —— parfrac »>4x-x"-14
x+1
o 2 2
Weitere Losungen:  4.x — x~ — 4 =0 auflésen,x — f(-1) =6.75
2
Absolutes Maximum: HP(-1,6.75)
-1 2
! ! G; ist streng monoton steigend
f'(x) pos \  neg . neg in] —oo; —1] und
! i G; ist streng monoton fallend
G; sms W s in]-1; oof.
HP TeP

Wertemenge: W =] —o0; 6.75]
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Gy
— 3"
— 4
x-Achse

Aufgabe 2 (Berufliche Oberschule 12 Nichttechnik , aus der AP 2002/All)

1
Gegeben sind die reellen Funktionen f (x) = —z-(x3 f k- 2kex - 8) mitk € IR.

a) Zeigen Sie, dass x4 = 2 fur alle Werte von k eine Nullstelle von f, ist und zerlegen Sie damit

den Term fy (x) in ein Produkt mit genau einem Linearfaktor.

1
Mégliches Teilergebnis: fi (x) = —z-(x2 S kx4 2%+ 4)(x - 2)

b) Untersuchen Sie, fur welche Werte von k die Funktion f, neben x4 = 2noch mindestens eine

weitere Nullstelle besitzt. Achten Sie dabei auch auf die Sonderfélle k = -6 und k = 2.
c) Berechnen Sie nun k so, dass die Funktion f, bei x, = -2 eine doppelte Nullstelle hat.

Im Folgenden gelte k = 2
d) Berechnen Sie Art und Koordinaten samtlicher relativer Extrempunkte sowie die Koordinaten
des Wendepunkts des Graphen von fo.

e) Zeichnen Sie den Graphen von f, flr -4 <x <2.5. Verwenden Sie dazu die bisherigen Er-
gebnisse und berechnen Sie zusatzlich die Funktionswerte f,(-4), f5(0) und f5(2.5).

MafRstab auf beiden Achsen: 1-LE = 1-cm
f) Der Graph von f, besitzt zwei Tangenten t; und t,, die parallel zur Winkelhalbierenden des

ersten und dritten Quadranten verlaufen. Die Berthrpunkte dieser Tangenten mit dem Graphen
von f, heil3en B, und B,. Der weiter rechts liegende Beruhrpunkt wird mit B; bezeichnet.

Ermitteln Sie die Koordinaten der Punkte B ; und B, sowie die Gleichung der Tangente t;.
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Teilaufgabe a)

. 1

Funktionsterm: f(x,k) := _z.(x?’ + k.xz —2.k-x — 8)
. 1(.3
Nullstell einsetzen: f(0,k)=—-\2"+k-4-2k-2-8)=0
4
3 2
Polynomdivision: X +kx —2kx-8 ergibt N (k+2)-x+4
X—-2

Faktorisierter Funktionsterm: fi (x) = _1 .[xz +(k+2)x+ 4].()( -2)
4

Teilaufgabe b)

Restterm nach der Polynomdivision: p(x,k) = x2 +(k+2)x+4

p(x,k):0—>x2+(k+2)-x+4:0

_ k42 k2 a4 k+2)  JKPrak-12

12 2 2 2 2

Mindestens eine Losung: D(k) := k2 +4.k-12

7
D(K) = 0 — k® + 4-k — 12 = 0 auflésen , k —>( 6}

Graph von D Es gibt mindestens noch eine
Loésung fur k < -6 v k > 2,

d. h. die Funktion f hat neben

x = 2 dann mindestens noch eine
weitere Nullstelle.

D(k)
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Teilaufgabe c)
2
p(x,k)=0->x"+(k+2)x+4=0
p(-2,k) =0—>4-2-k=0 auflésen,k — 2 = k=2
Teilaufgabe d)

Feste Definition: f(x) = - ~(x3 + 2.)(2 —4.X — 8)

AR

: 1
1. Ableitung: f'(x) = _Z.(s.xz +4.x — 4)
3-x2 2
Horizontale Tangenten: f(x)=0>1-x- o =0 auflésen,x —| 2
3
{2 E G; ist streng monoton fallend
l 3 in] —oo; —2] und
f'(x) neg | pos ‘neg G; ist streng monoton steigend
(i [ 2
G smf/ | sms | §mf in[ -2; g] und
i i G; ist streng monoton fallend
TP HP' 2
in[—; oof.
3
f(-2)=0 relativer Hochpunkt: HP(-2,0)
f 2 = o4 relativer Tiefpunkt. TP 2 , o4
3 27 3 27
: 1
2. Ableitung: ' (x) == _z.(e.x +4)

. 3-X 2
Wendepunktsbedingung: f'"x)=0—> — 1=0 auflésen,x — 3

Xy = _E Nullstelle mit Vorzeichenwechsel
3
f _E = 2 Wendepunkt: WP —EE
3 27 3 27
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Teilaufgabe €e)

f(-4)=6
f(2.5) =-2.5
3
S
<
>
5 -4 -3 -2 1
— 17
- 2]
-3
x-Achse
Teilaufgabe f)
Steigung der Winkelhalbierenden: m:=1
0
3x° )
f'(x):1—>1—x—T =1 auflésen —| 4
3
Xp1 =0 Yp1 = f(xbl) =2 = B1(0,2) t1(X)=x+2
« 4 f(x ) 10 N B 4 10 L) = X 4 10
= = = — —_—,— =X+ =+ —
b2 "3 Yb2 b2) = 57 273’27 2 3 27
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y-Achse

=

Xx-Achse

— Graph von f

@ @ @ Besondere Punkte
— — Tangente 1

— - — Tangente 2

—— Winkelhalbierende
E NN Berihrpunkt 1

€ ¢ Berihrpunkt 2
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Aufgabe 3
Gegeben ist das folgende Gleichungssystem in Abhangigkeit von a € IR \ {0}.
(1) xq +3Xp+Xg=2a

(2) Xy + 5%+ (a+1)xg=a

(B) X1+ 3%+ a2~x3 =2a+1

a) Diagonalisieren Sie das Gleichungssystem mithilfe des Gauf3-Algorithmus und geben Sie die
Lésungsmenge in Abhangigkeit von a an.
b) Bestimmen fiir a = 1 bzw. a = 0 jeweils die Lésungsmenge.

Teilaufgabe a)

Definition der Koeffizientenmatrix: Spaltenvektor des inhomogenen Systems:
13 1 a
A@=|1 5 a+1 v(a) := a
13 a2 2a+1
13 1 a
Systemmatrix. Agrw (@) = erweitern(A(a),v(a)) = |1 5> a+1 a

13 a° 2a+1

Diagonalisieren:

13 1 a (1 = (1 13 1 a

15 a+1 - T O — > D@@:=|02 a

13 a2 2a+1) (- 00 a°-1 a+1
Nebenrechnungen:

2 1
a - 1=0 auflésen,a —

a+1=0 auflésen,a — -1

131 -1
a=-1 D(-1)=|0 2 -1 0
00 0 O gutartige Nullzeile = unendlich viele Losungen
1311
a=1 D(1))=|{0 2 10
bdsartige Nullzeile keine Losungen
000 2 g = g
azlara=-1 genau eine Ldsung
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Teilaufgabe b)

Fir a = —1 unendlich viele Lésungen mit einem freien Parameter.

Wahlen Sie: -

D
52X
—-1
x1(N) 2
Loésungsvektor: X2(\) | = N
x3(\) 2
IN
1311
D(1) =0 2 10 rg(D(1)) =3 =
0002
Fir a = 0 genau eine L6sung:
1310 100 1
D(0={02 0 O zref(D(0))={0 1 0 O
00 -11 001 -1
X3 =1 X2 =0 Xl =1
1
_)
Losungsvektor: x=|0
-1
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Aufgabe 4
Gegeben ist das folgende Gleichungssystem in Abhéangigkeit von a € IR \ {0}.
(1) Xg+Xp+Xg3=2

(2) 3xq+2x3=3
) 2:xq —Xo + a2~x3 =a
a) Diagonalisieren Sie das Gleichungssystem mithilfe des GauR-Algorithmus und geben Sie die

Losungsmenge in Abhangigkeit von a an.
b) Bestimmen fiir a = 1 bzw. a = 0 jeweils die Lésungsmenge.

Teilaufgabe a)

Definition der Koeffizientenmatrix: Spaltenvektor des inhomogenen Systems:
11 1 2
A@@=|3 0 2 v(a):=|3
2 -1 a° a
11 1 2
Systemmatrix. Agrw (@) = erweitern(A(a),v(a)) = |3 0 2 3
2 -1 a2 a

Diagonalisieren:

11 1 2 (1 = 3-(1) 11 1 2
3 0 2 3| e > |0 -3 -1 -3
2 -1 a° a () - 2-(1) 0 -3 82-2 a4
(=1)-(n 11 1 2
----------------- D(a) = 0 3 1 3
(ny + (I 2
00 a-1a-1
Nebenrechnungen:
2 1
a - 1=0 auflésen,a — N
a—-1=0 auflésen,a — 1
1112
a=1 D(1)={0 3 1 3
00O0O gutartige Nullzeile = unendlich viele Losungen
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111 2
a=-1 D(-1)=|0 3 1 3
000 -2

azlnraz-1

Teilaufgabe b)

Fir a = 1 unendlich viele L6sungen mit einem freien Parameter.

Wahlen Sie: -
[+

bdsartige Nullzeile

genau eine Lésung

22
x1(N) 3
Ldsungsvektor: X2(N) | = 1 A
x3(N\) 3
DN
Fir a = 0 genau eine L6sung:
100
11 1 2
D@O0=(0 3 1 3 zref (D(0)) =
(0) OO =]y, o
00 -1 1
001
X 1 Xo = 2 Xq = !
3~ 27 3 173
_)
Losungsvektor: X =

R wlNn wle
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Aufgabe 5 (Berufliche Oberschule 12 Nichttechnik , aus der AP 2004/All)
Die nebenstehende Skizze zeigt den Querschnitt durch einen ausgehobenen Graben und einen
aufgeschutteten Erdwall. Der Graph Gg ist der Graph der abschnittsweise definierten Funktion

1
g(x) = z-xz—x if 0<x<4 mitk € IR Ak > 4.

(x=4) if 4<x<k
a) Zeigen Sie rechnerisch, dass der Ubergang vom Graben zum Erdwall stetig und "ohne Knick"
verlauft.
b) Stellen Sie die Maf3zahl der Querschnittsflache A(k) des Erdwalls in Abhangigkeit von k dar.
c) Der Aushub, der bei der Erstellung des Grabens anfallt, soll vollsténdig als Erdwall verwendet
werden. Berechnen Sie k so, dass die Querschnittsflache des Erdwalls genauso grof3 ist

8
wie die Querschnittsflache des Grabens, namlich 5 Flacheneinheiten.

Teilaufgabe a)

Wahlen Sie: c=6 Werte zwischen 0 und 8. Bei einer Animation c =0
setzen

[

Graben mit Erdwall

Ny k

y-Achse
\"]

— 2—-
x-Achse

Teilaufgabe
b)
Stetigkeit:
. ) 1 2
linker Grenzwert: lim —X =-Xx| -0

X—>4 4

stimmen Uberein

rechter Grenzwert: lim (x-4) -0

X—>4
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Funktionswert: g(4,k)=0

ohne Knick entspricht der Differenzierbarkeit:

. 1
Ableitung: g’ (x) = (EX - 1) if 0<x<4
1 if 4<x<k

. . 1
linker Grenzwert: lim —x-1| -1

X—4 stimmen tberein
rechter Grenzwert: lim 1) »1

X =>4

Teilaufgabe b)

Querschnittsflache des Erdwalls = Dreiecksflache:

1 . 1 2
A(k) = [E-(k - 4)-(k - 4)} erweitert auf A(K) := E.k —4K+8

Teilaufgabe c)

[

Querschnittsflache des Graben = Flache unter der Parabel :

w| o

AGraben =

Bedingung der Flachengleichheit:
44/3
5 —— +4
k 8 . 3 6.309
A(K) = Agraben -5 4k+8= 3 auflésen.k — = keine Losung

. 1.691
. 4_f
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