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Potenzfunktionen

1. Definition
Eine Funktion f, mit dem Funktionsterm f, (x) =a-x* mit k eIR, aeIR\ {0}, x e D heilt

Potenzfunktion. Die Definitionsmenge D ist geeignet zu wahlen.
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Um die Eigenschaften der Potenzfunktionen systematisch zu erfassen, werden im Folgenden

. . n ...
ganzzahlige k>0 bzw. k<0 sowie k = +— mit teilerfremden n und m getrennt betrachtet.
m

Dabei reicht die Beschrankung auf den Fall |a|:1 aus, weil die Kurven gegeniber den von

y = x* in Richtung der y-Achse
fur |a|>1 mit dem Faktor a gestreckt und fiir |a| <1 mit dem Faktor a gestaucht werden.
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2. Parabeln f (x)=a-x“ A ke{2,3,4,5,6,7}

Definitionsmenge: ID = IR

2.1 Eigenschaften fira=1

Gerade Parabeln Ungerade Parabeln
Graphen \
N d
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x-Achse x-Achse
a=1, k=2 a=1, k=3
— —-a=1, k=4 —-a=1, k=5
a=1, k=6 a=1, k=7
cemensame | 11 A (0/0) A WD (-1/-1) A (0/0) A @@/1)
Symmetrie |achsensymmetrisch zur y-Achse punktsymmetrisch zum Ursprung
Gs streng monoton fallend Gs streng monoton steigend
Monotonie fir X €]—o0; 0] fur xeIR
Gs streng monoton steigend
far x [0 ; + oo
fir x - —oo gilt: f(X) >+ fir x - —oo gilt: f(X) > -0
Limes-Scheibweise: Limes-Scheibweise:
Verhalten lim f(x) >+ lim f(x) > -0
fur
| x| > oo
fir x - +o gilt: f(X) > +o fir x > +o gilt: f(X) >+
Limes-Scheibweise: Limes-Scheibweise:
Xﬁrpwf(x)—>+oo lim f(x) > +o
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2.2 Eigenschaften fira=-1

Gerade Parabeln

Ungerade Parabeln
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a=-1, k=2

— —-a=-1, k=4
a=-1, k=6
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a=-1, k=3

— —-a=-1, k=5
a=-1, k=7

Gemeinsame

(-1/) A (0/0) A (1/-1)

fir X - 4+ gilt: f(x) > -
Limes-Scheibweise:

lim f(x) > -

X—>+ ©

Punkte (-1/-1) A (0/0) A (/-3
Symmetrie |achsensymmetrisch zur y-Achse punktsymmetrisch zum Ursprung
Gs streng monoton steigend Gs streng monoton fallend
Monotonie fir x e]—o0 ; 0] fur xelIR
Gs streng monoton fallend
far x [0 ; +oo]
fir x - —oo gilt: f(X) > —o0 fir X > —oo gilt: f(X) >+
Limes-Scheibweise: Limes-Scheibweise:
Verhalten | M f(X) = - lim () — +o0
far
| X | —> ©

fir x > +oo gilt: f(x) > —o0
Limes-Schreibweise

lim f(x) — —oo

X—>+ 0
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3. Hyperbeln

f(x)=a-x“ A ke{-1,-2,-3,-4,-5,-6} < fn(x)=a-xin/\ ne{l,2,3,4,5, 6}

Definitionsmenge: ID = IR \ {0}

3.1 Eigenschaften fira=1

Gerade Hyperbeln

Ungerade Hyperbeln

Graphen
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x-Achse x-Achse
a=1, k=-2 a=1, k=-1
— —-a=1,k=-4 — —-a=1, k=-3
Gemeinsame | (_ _1/_
Punkte (-1/) A~ (/) (-1/-1) A (/)
Symmetrie |achsensymmetrisch zur y-Achse punktsymmetrisch zum Ursprung
Gs streng monoton steigend Gs streng monoton fallend
~|fur x€]-o; 0[ fir x e]—o0; O
Monotonie Gs streng monoton fallend Gs streng monoton fallend
fir x€]0; +oo[ fir x €]0; +oo]
fir x - —oo gilt: f(x) > 0" fir x > —oo gilt: f(x) >0~
Limes-Schreibweise: Limes-Schreibweise:
lim f(x) > 0" lim f(x) > 0"
Verhalten | x> Xo-o0
far fir x — +oo gilt: f(x) — 0* fir x — +oo gilt: f(x) — 0*
| x| —> o
Limes-Schreibweise: Limes-Schreibweise:
lim f(x) > 0" lim f(x) > 0"
Asymptoten Waagerechte (horizontale) Asymptote y = 0 (x-Achse)

Senkrechte (vertikale) Asymptote x = 0 (y-Achse)
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Bezeichnung

Eine Asymptote ist eine Gerade, an die sich eine Kurve anschmiegt, ohne sie zu berthren.

3.2 Eigenschaftenfira=-1

Gerade Hyperbeln

Ungerade Hyperbeln

Graphen

% R
e <
3 ~_ < < -
T -3 - 1 10 3| ¢ -83-2 -1 |0 L7 .23
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x-Achse x-Achse
a=-1, k=-2 a=-1, k=-1
— —-a=-1, k=4 — -a=-1, k=-3
cemensame | (c1/-1 A @/-1) 1D A (/-1
Symmetrie |achsensymmetrisch zur y-Achse punktsymmetrisch zum Ursprung
Gs streng monoton fallend Gt streng monoton steigend
fir xe]—o0; O fir xe]—o; O
Monotonie _ _
Gt streng monoton steigend Gt streng monoton steigend
fir x€]0; +oo[ fur x€]0; + oo
fir x - —oo gilt: f(x) >0~ fur x » —oo gilt: f(x) > 0"
Limes-Schreibweise: Limes-Schreibweise:
Verhalten | lim f(x) >0 lim f(x) > 0"
far
| X | —> ©
fir X > 4+ gilt: f(x) >0~ fir X > 4+ gilt: f(x) >0~
Limes-Schreibweise: Limes-Schreibweise:
lim f(x) >0 lim f(x) > 0"
Asymptoten Waagrechte (horizontale) Asymptote y = 0 (x-Achse)

Senkrechte (vertikale) Asymptote x = 0 (y-Achse)
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4. Wurzelfunktionen

Definition 1
Die Umkehrfunktionen der auf dem Intervall x >0 beschrénkten Potenzfunktionen vom Typ

y =x* mit k eIN\ {0} heiBen Wurzelfunktionen und sind in der Form y =¥/x mit x>0
darstellbar.

Potenzfunktion: f,(x) =x* A k gerade Umkehrfunktion: uk(x)=5& A k gerade

Potenzfunktion, k = 2 Waurzelfunktion, k = 2

y-Achse

y-Achse

x-Achse Xx-Achse

Die kubische Parabel y = x* verlauft in inrem Definitionsbereich —o < x <+ streng mono-

ton wachsend, ist dort also umkehrbar. Die Wurzelfunktion y = Yx ist definitionsgemaf
die Umkehrfunktion der auf den 1. Quadranten beschrankte Parabel.
Die Funktionsgleichung der Umkehrfunktion fiir x < 0 lautet: y =—-3/-x.

W fuir x>0

Potenzfunktion: f,(x) =x* A k ungerade Umkehrfunktion: u, (X) =
—§-x fur x<O

Potenzfunktion, k = 3 Wourzelfunktion, k = 3

y-Achse
y-Achse

Xx-Achse

x-Achse




Potenzfunktionen

mathphys-online

Definition 2

Eine Potenzfunktion mit rationalen Exponenten k =+—, wobei n, m ganzzahlig, positiv und
n

teilerfremd sind, ist folgendermaf3en definiert: f(x) = x n=8x" A x>0

+E
Man bezeichnet die Potenzfunktion y =x " auch als die n-te Wurzel aus der Potenz x™.

k > 0: Definitionsmenge ID=IR," ={x e IR| x > 0}

Wourzelfunkt., O<k<1 Wurzelfunkt., k>1
f /
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/4
o
0 1 2 3 0 1 2
x-Achse x-Achse
— k= 1/2 — K= 32
— -k=1/3 — - k=5/2
— k=1/4 —k=7/2
k < 0: Definitionsmenge ID=IR" = {x € IR|x > 0}
Wourzelfunkt., -1<k<0 Wurzelfunkt., k<-1
\
3\ 3 !
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EREIN 2 \
> - =N
I — I
— A\
N
~ ‘_\_‘_'H
0 1 2 3 0 1 2
Xx-Achse x-Achse
—_—k=-1/2 —k=-3/2
— —-k=-1/4 — - k=-5/2
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Vorzeichenuntersuchung fur die erste und zweite Ableitung

Funktionsterm: f (x) =x* mit x>0
0 fur k>0
Erste Ableitung: f(x)=k-x“*= S
<0 fur k<O

0 fir k<Ovk>1
Zweite Ableitung: fk"(x)zk,(k_l)‘xk—2={> ar <0vk>

<0 for O<k<1

Funktionswert: f()=1=1

Folgerungen
e Alle Graphen der Potenzfunktionen gehen durch den Punkt (1/1).

¢ Die Graphen der Wurzelfunktionen mit k>0 sind streng monoton steigend.
¢ Die Graphen der Wurzelfunktionen mit O<k<1 sind rechtsgekriimmt.
e Die Graphen der Wurzelfunktionen mit k>1 sind linksgekrimmt.

e Die Graphen der Wurzelfunktionen mit k<0 sind streng monoton fallend.
e Die Graphen der Wurzelfunktionen mit k<0 sind linksgekrimmt.

Bemerkungen
o Der Begriff der Potenzfunktionen lasst sich auch auf reelle Exponenten r ausdehnen.

Es gilt; y=x"=e"=¢

rdn(x)
Deshalb gilt firr die Definitionsmenge der allgemeinen Potenzfunktion: X € IR™

e Es gibt auch Potenzfunktionen mit irrationalen Exponenten

(z. B. \/E, \/§, %/E,n, e,...).

Potenzfunktionen mit reellen Exponenten werden im Rahmen der Schulmathematik nicht be-
handelt.
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