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Teilaufgabe 1.0

"
mita € IR inder

Gegeben ist die Funktion f, mit dem Funktionsterm f,(x) = In
a-x

von a unabhangigen maximalen Definitionsmenge D; C IR.

Teilaufgabe 1.1 (6 BE)
Zeigen Sie, dass gilt: D; = IR\ {0}. Bestimmen Sie das Symmetrieverhalten des Graphen von f,

und die Nullstellen von f, in Abhangigkeit von a.

Definitionsmenge:

x2 £ 0fir x £ 0

2
.o X ..
fur a > 0 gilt: >0 furx=0 = D; = IR\ {0}
a-x
Symmetrieverhalten:
(—x)2 + a2 x2 + a2

fo(—x) =1In =In =1, (X) = Symmetrie zur y-Achse
a > a

a-(—x) a-X
Nullstellen:

X" +a X"+ a
f.(x)=0 & In =0 e =1
a 2 2
a-x a-x
& X +a2:a-x2 & (a—l)'xzza
2
= (@) [ =
& X = (%
a-1

Es gibt nur Nullstellen, falls: a—1>0auflosen,a —»1<a
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Teilaufgabe 1.2 (7 BE)
Ermitteln Sie das Monotonie- und Krimmungsverhalten des Graphen von f.

2
-2-a
[ Teilergebnis: f'5(x) = S ]
x-(x + a)
fa(x) = ax’ 2'X'(a'X2)—(X2+az)~2'a~X _ 1 2.2°x 1 2.8°
arti e 2 2 T2 2 2 2 2 x
X +a (a~x2) X +a a-X X +a
2~a2 2~a2

N IR RN

Vorzeichen von f' entscheidet der Term —x.

G; ist streng monoton steigend in] —oo ; 0 [ und G; ist streng monoton fallend in] 0 ; oo [.

2 —3~x2 - a2 2-a2~(3~x2 + az)
f'a(x) = 2-a7(-1)- =
3 2 \? (x2 + az)-x2
X -a -x)
f'5(x) >0 fur alle x € IR\ {0}

G; ist linksgekriimmt in ] —oo ; O [ und G; ist linksgekrimmtin] O ; oo [.

Teilaufgabe 1.3 (5 BE)
Untersuchen Sie das Verhalten von f,(x) an den Randern von D, und geben Sie die Gleichungen

aller Asymptoten des Graphen von f, an.

. x2 + a2
lim In > annehmen,a>0 — oo
Xx—=0 a-x
= senkrechte Asymptote x = 0
. X +a
lim In annehmen,a>0 — oo
+ 2
Xx—=0 a-x
oo
I. H.
1
. x2 + a2 . 2-x . 1
lim In = lim In = lim In|—] =In(1) -In(a) =-In(a)
a-X X — oo X — o0
oo
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. X +a 1
Aus Symmetrie: lim In - |n(—j
X —> — 00 a.x2

= vertikale Asymptote y = —In(a)

In den folgenden Teilaufgaben ist a = 2.

Teilaufgabe 1.4 (8 BE)
Ermitteln Sie im Punkt N(-2/y,) die Gleichung der Tangente t an den Graphen von f,.

Zeichnen Sie den Graphen von f, im Bereich -5 < x <5 unter Verwendung aller bisherigen

Ergebnisse (1LE = 1cm).
Tragen Sie auch die Asymptoten und die Tangente ein.

2 2
X +4 X +4
fa(x) =1In Im Folgenden:  f(x) := In
2
2-X 2-X
yn = ( 2)—In(8j—0 f'(x) 8 m = f'(-2) !
N=T(=2)= —|= = =12 = =
8 —x3 - 4-x 2
X
Tangente: t(X) ;= m-(x + 2) + f(-2) t(x) = > +1 yOo:=-2.8

y-Achse
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X
Gegeben ist weiter die Integralfunktion F durch F(x) = J fo(t) dtmit Dp=] —oo; O.
-2

Teilaufgabe 1.5 (10 BE)
Bestimmen Sie das Monotonieverhalten, das Krimmungsverhalten sowie die Art und die
Koordinaten des Extrempunktes des Graphen von F.
Bestimmen Sie anschlieRend eine integralfreie Darstellung von F(x).

2

[ Teilergebnis: F(x) = x-In

X
+ 4'arctan(—) + 7]
2-X 2

Es gilt: F'(x) = f(x)

Das Monotonieverhalten von F entspricht dem Vorzeichen von f:

F(x)=f(x)<0 fur x<-2 =  Ggiststreng monoton fallend in] —oco ; -2].
F(x)=f(x>0) fir -2<x<0 = G ist streng monoton steigend in] -2 ; O .
= Tiefpunkt T(-2/ 0)

Es gilt: F"(x) = f'(x)

Das Krimmungsverhalten von F entspricht dem Vorzeichen von f".

f'(x) >0 fur x<0 = Ggist linksgekrimmtin] —oo ; O[.

arctan (x) := atan(x)

x2+ X
F(x) := x:In + 4.arctan| — | +
2
2-X
Graph von F
57
s
§ F(x) -
[&]
o0 :
o000
1+
-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
X,—2
x-Achse
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X

X 2
t +4
F(x) :J fo(t) dt = In > dt
) 2-t
V-2
x2 +4
Partielle Integration: In -1dx
2~x2
x2 +4 d
vi(x):=1 V(X) = X u(x):=1In > u'(x) :=—u(x) = -
2-x dx x~(x +4)
x2 +4 x2 +4 -8
| 1n > dx = x:In > |- x~2— dx
J 2-X 2-X J x~(x +4)

x2+4 8 X
.. =Xx-In + —-arctan| — [+ C
2 2

x2 +4 X 8
F(x) := x:In + 4-arctan| — | — | =2-In| — | + 4-arctan(-1)
2~x2 2 8

x2 + 4 X
F(x) :=| x:In + 4-arctan| — | |+ 7
2~x2 2

Teilaufgabe 1.6 (7 BE)
Der Graph von f,, die Tangente t und die y-Achse begrenzen im Il. Quadranten eine Flache, die

sich nach oben ins Unendliche erstreckt. Berechnen Sie die MalRzahl dieses Flachenstiicks.

[+

b
A(b) = lim J (f(x) — t(x)) dx t(x) =
b0 “-2

+1 A(b) = -1

N | X
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b b
J (f(x) —t(x)) dx = J f(x) dx — (
-2 -2

8
o
- o
- o

T T

2

2 b
—+b-1
4

b™+4
b-In

lim

b
+ 4-arctan (—) + T —
b->0 2

2.b°
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y-Achse

x-Achse

Teilaufgabe 2.0

Ein 20 cm groRer Nadelbaum wird zum Zeitpunkt t = 0 gepflanzt. Das weitere Wachstum des
Baumes wird in guter Naherung beschrieben durch die Differentialaleichung

x'(t) = 0.0025-x(t)-(40 — x(t)) mit 0.2 < x < 40.
Dabei ist x(t) die Hohe des Baumes in Metern in Abhéngikeit von der Zeit t in Jahren.

Teilaufgabe 2.1 (10 BE)
Ermitteln Sie die spezielle Losung der Differentialgleichung.
40
[ Mégliches Ergebnis: x(t) = ]
1+199.¢ 010t

Inhomogene DGL: x'(t) = 0.0025-x(t)-(40 — x(t))
Verwendung des Differentialquotienten: % = 0.0025-x(t)-(40 — x(t))
t

dx

Trennen der Variablen: — - —.dt
x-(40 — x) 400

Integralgleichung: | ————dx=| L dt
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Partialbruchzerlegung: —1 = é + B = A-(40 = x) + B-X = 40A+ (B A)x
x-(40-x) x 40-x X-(40 - x) X-(40 - x)
Koeffizientenvergleich: 40.A=1 = A= —
40
B-A=0 = B:=—
40
. 1 r 1 1 1
Integration: — | =+ dx = t
40 J X 40 -x 400
In(|x|) - In(|4O - x|) =—-t+Kk
X 1
0.2<x<40 = In =—14+C
40 - X 10
t
— .t
. X . 40-ek~e10
Auflésen nach x: =e -e auflésen ,x —» ——
40 — X t
e 10 +1
t
10
Allgemeine Lésung: x(t,K) = 10 Ke
K-e10 +1
. . 2 40-K 1 . 1
Anfangsbedingung einsetzen: x(0,K)=— — = — auflésen, K — —
10 K+1 5 199
t
. 1 40.e° 40
Spezielle Losung:  x(t) := x| t, = X(t) = ——————
199)  t -1,
e 4 199 1+199.¢ *°
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Teilaufgabe 2.2 (7 BE)
Berechnen Sie die Hohe, die der Baum auf lange Sicht erreicht und den Zeitpunkt tg, in dem der

Baum die Halfte seiner maximalen Hohe erreicht hat. Berechnen Sie x(to) geschickt und inter-

pretieren Sie ihr ergebnis im Sachzusammenhang.

lim — 540 Der Baum ereicht auf Lange Sicht eine Hohe von 40 m.

t—> oo _—1~t

1+199.e X0

0
-1 -1
40 0 T
=20 = 2=1+199.e = — =€
—1 199

1+199.¢ X0

- 1
& —t=In| — & tg:=-10:In| —

10 199 199
Zeitpunkt fur die halbe Hohe: to=52.933 gerundet: tg=53

t
10
Anderungsrate: X'(t) := d_x(t) - 796-e
dt ¢ 2
199 0, J
i[ 1o.|n[LD 796
796.¢ 0 199 199 4
Xl(to): 2: 2:;:1
1 1
__.(_ 10|n£_jj (@ + 1j
109.e 1° 190711 199

Im 53. Jahr wachst der Baum etwa 1 m.

g(t) = x'(to)-(t - to) + x(to)

Abi 2013, Mathematik Technik
13. Klasse, A | - Lésung
Seite 9 von 10



mathphys-online

x-Achse

Wachstumskurve mit Anderungsrate im 53. Jahr

30 40 50 60 70 80 90 100

t-Achse
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