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Abschnittsweise definierte Funktionen

1 Betragsfunktionen

1.1 Der absolute Betrag einer Zahl

Definition

Der absolute Betrag einer Zahl a ist folgendermaf3en definiert:
a fur a>0

la|=10 fur a=0
-a fur a<0

Geometrisch bedeutet dies den Abstand einer Zahl a auf der x-Achse vom Koordinatenur-
sprung.

+ alE i alE
i | |
I T [ = X
—-a 0 a
Beispiel: |3|=3; |-3|=3
Abstand d zwischen zwei Zahlen a und b
a-b far a>b
la-b|=4 O fuir a=b
—(a-b) fur a<b
Geometrische Interpretation
a>b:la-bl=a-=b
: : la="bl :
- i 1
i | i - X
0 b a
a<b:la-bl=b-a
. . la=bl
I 1 | . X
0 a b
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Beispiel

a-3 fur a>3
la-3|=4 O fir a=3
-(a-3) fir a<3

1.2 Die einfache Betragsfunktion

Definition

Die Funktion f: x - | x| mit x IR heit Betragsfunktion.

In vielen Anwendungen wird die betragsfreie Darstellung des Funktionsterms f verwendet
und es gilt mit geteilter Definitionsmenge:

f(x) =] x| < f(x)=40 fur x=0

Graphische Darstellung

Graph der Betragsfunktion
5

4

O

(]

<

<‘,i 5 4.3-2.300 1 2 3 4 5 Anschaulich bedeutet dies, dass der
=T negative Teil der Argumentfunktion

A y = X (gestrichelt) an der x-Achse
Vs gespiegelt wird.
/ A

-4
=5
x-Achse
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1.3 Zusammengesetzte lineare Betragsfunktionen

Bei zusammengesetzten Betragsfunktionen wird eine Fallunterscheidung fir jeden einzelnen
Betragsterm nétig. Da jeder Term fir sich positiv oder negativ sein kann, missen alle mogli-
chen Vorzeichenkombinationen untersucht werden.

Beispiel
f(x)=|x+1|+|3-x|

1.Fal: x+1>0A3-Xx>0 < x>-1AX<3 <& -1<x<3
= f(X)=x+1+3-x=4

2.Fall: x+1<0A3-x<0 < x<-1ax>3 <« {} alsokeine Losung

3.Fal: Xx+1>0A3-x<0 < x>-1AXx>3 < x>3
= f(X)=x+1-(3-x)=2x-2

4 Fall: x+1<0A3-x>0 < x<-1AXx<3 & x<-1
= f(X)=—(x+1)+(3-x)=-2x-2

Graph von f
14 3

Betragsfreie Darstellung:
-2x-2 for x<-1

f(x) = 4 fur -1<x<3
2x -2 fuar X>3

y-Achse

0o 2
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1.4 Verkettete Betragsfunktionen

Aufgabe 1
Gegeben ist die Funktion f mit dem Funktionsterm f(x) = %-‘xz - 9‘, xelR.

Schreiben Sie den Funktionsterm betragsfrei und zeichnen Sie den Graphen von f.

LOsung
Fallunterscheidung fir das Argument

1.Fall: X*-9>0 < x*>9 < |x|>3 & x<-3vx>3
2.Fal: xX*-9=0 <& x*=9 < x=-3vx=3
3.Fal: X*-9>0 & x*<9 < |x|<3 < —-3<x<3

Betragsfreie Darstellung:
E(x2 —9) fir x<-3vx>3
2

f(x) = 0 fir x=-3v x=3

—%(x2 —9) fur -3<x<3

Die Grenzen kdnnen jeweils zu einem der Bereiche zugeordnet werden, z. B.

%(x2—9) fir x<-3vx>3
F(x) =

—E(XZ—Q) fur -3<x<3

2

Graph der Betragsfunktion f

6]

y-Achse

AP g 01 o 12 /3 " s
\\ -7 /
N 2 //
A /
\\:f'//
—_5

x-Achse
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Aufgabe 2

Gegeben ist die Funktion f mit dem Funktionsterm f(x) = %-‘—xz +2x+8|, xelR.

Schreiben Sie den Funktionsterm betragsfrei und zeichnen Sie den Graphen von f.

L6sung
Fallunterscheidung fiir das Vorzeichen des Terms innerhalb der Betragstriche:

—x*+2X+8>0 bzw. —x*+2x+8<0

Graphische Ldsung der quadratischen Ungleichung:

Vorzeichen _d_er Argumentfunktion Argumentfunktion: g(x)=-x*>+2x+8
12
| 3] gx)=0 < —-x*+2x+8=0
X | 2 o —(X+2)-(x-4)=0
g | iy & X =-2;%X,=4
> Z4-3%t2 1 6 .
/| it 1.Fal: gx)<0 < x<-2vx>4
[ -2
;o 2.Fal: gx)>0 & -2<x<4
‘ -3
x-Achse
— 9(x)>0
— ~ 9(x)<0
@0 0 gx)=0

1(—x2+2x+8) flir —2<x<4
Betragsfreie Darstellung: f(x) =
—g(—x2+2x+8) fir x<-2vx>4

Graph der Betragsfunktion f
.

y-Achse

x-Achse

5
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2 Die Signumfunktion (Vorzeichenfunktion)

Definition

Gegeben ist die Funktion f mit dem Funktionsterm

1 fuar x>0
f(x)=sgn(x)=4 0 fur x=0 mit xelR
-1 fur x<O
Graph der Signumfunktion
or
©
(O]
g ®
(&) I T T T T T T 1
$ -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
=0
-2
x-Achse
Beispiel
Gegeben ist die Funktion f mit dem Funktionsterm f(x) = sgnE . (x2 +X - 6)} und xelR.

Schreiben Sie die Signumfunktion f als abschnittsweise definierte Funktion und zeichnen Sie
den Graphen von f.

Ldsungd
Argumentfunktion:

1 ) Graphen von Sighum- und Argumentfunktion
g(x)==-(x" +x-6) . 37 _

2

\ /
\ Al /

Nullstellen: \ /
gx)=0 < x*+x-6=0 4TO 1] O—#;

& (X+3)-(x-2)=0
& X =-3;X,=2

y-Achse
[
N
| 4
w
v
I
.

O e
o
0 -

Abschnittsweise Darstellung:

1 fir x<-3vx>2 ot

f(x)=40 fir x=-3vx=2
-1 far -3<x<2 _3t
x-Achse
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3 Beliebige Funktionen mit geteiltem Definitionsbereich

3.1 Einfuhrendes Beispiel

Funktionen mit geteilter Definitionsmenge hei3en abschnittsweise definierte Funktionen.

Aufgabe: ( AP 2001 / A 1, Teilaufgabe 3)
Zu einer 5m hohen Briicke soll auf einer Lange von 100 m eine Straf3enauffahrt gebaut
werden. Im Folgenden werden nur die Mal3zahlen der Langen betrachtet.

In dem im Bild dargestellten Koordinatensystem kann das Profil der StralRe bei geeigneter
Wabhl der reellen Parameter a, b und ¢ modellhaft durch folgende reelle Funktion f beschrie-
ben werden:

0 fur x<0
f(x)={ax®>+bx*+cx fur 0<x<100
5 fur  x>100

Bestimmen Sie die Werte fiir a, b und ¢ so, dass der StraBenverlauf an den Ubergangs-
stellen dem Bild entspricht, d.h. weder Licken noch Kanten aufweist.

Ldsung

0 far x<0
Ableitungsfunktion: f'(x)={3ax*+2bx+c fir 0<x<100

0 fur  x>100
Aufstellen und Lésen des Gleichungssystems:
f(100)=5: 10°a+10*b+10°c =5 1)
f'(0)=0: c=0 2
f'(100)=0: 3-10°a+2-10°b+c=0 3
cin (1) 10°a+10°b=5 (4)
cin(3) 3.10°a+2-10°b=0 (5)
2-(4)-10%-(5) -10°a=10 = a=- 15=— !

10 100000
Ain (4) 106(—i5]+104b=5 ~  p=2t0_ I 3
10 10 10000 2000

X"+ X
100000 2000

7

= Funktionsterm: f,(x) = -
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3.2 Verhalten an der Nahtstelle bei abschnittsweise definierten Funktionen

Beispiel 1
—x2+§~x+1 fir x<2
f(x)= 1 fir x=2

—X°—=X fir x>2

Der Graph von f; hat an der Stelle xq = 2
bei linksseitiger und rechtsseitiger
Annédherung verschiedene Grenzwerte.
Man sagt, der Graph von f; hat an der
Stelle xo = 2 einen Sprung.

Beispiel 2
—x2+§'x+1 fir x<2
f,(X) = 1 fir x=2

1x2—§x+3 fur x>2
2 2

Der Graph von f, hat an der Stelle xq = 2
bei linksseitiger und rechtsseitiger
Annaherung zwar Ubereinstimmende
Grenzwerte, die jedoch nicht mit dem
Funktionswert f(2) Ubereinstimmen.

Beispiel 3
—x2+§-x+1 fir x<2
f3(x): i
—_— fur x>2
X—2

Der Graph von f; hat bei linksseitiger An-
naherung an die Stelle xo = 2 einen
Grenzwert, der mit dem Funktionswert
f(2) Ubereinstimmt.

Allerdings existiert der rechtsseitige
Grenzwert nicht.

y-Achse

Graph von f1

x-Achse

y-Achse

Graph von f2

x-Achse

y-Achse

Graph von f3
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Beispiel 4
—x2+§-x+1 fir x<2
f,(X)=
X>2

=x*-=x+3 fir
2 2

Der Graph von f; hat an der Stelle xo = 2
bei linksseitiger und rechtsseitiger
Annéherung lUbereinstimmende Grenzwer-
te, die mit dem Funktionswert f(2) tberein-
stimmen.

Beispiel 5
—x? +§-x fir x<2
f(X) =
X>2

Zx?——x+6 fur
2 2

Der Graph von fs hat an der Stelle xo = 2
bei linksseitiger und rechtsseitiger Annéhe-
rung Ubereinstimmende Grenzwerte, die
mit dem Funktionswert f(2) Gbereinstim-
men, und Ubereinstimmende Tangenten-
steigungen.

Man sagt, der Ubergang an der Stelle

Xp = 2 ist glatt.

Beispiel 6
—x2 +§-x fur x<2
fo(X) =
1 X>2

Zx2P——x+7 fur
2 2

Der Graph von fs hat an der Stelle xq = 2
bei linksseitiger und rechtsseitiger Annéhe-
rung Ubereinstimmende Tangentenstei-
gungen, jedoch stimmen die Grenzwerte
nicht tberein.

Graph von f4

(O]
2 1 1 ]
é:) T
iy 4 5 6
x-Achse
Graph von f5
&
2
3T N l
N
2] N
< 5 N
g 1 :2 i 4 5 6
1 N\
| N
x-Achse
Graph von f6
&
\.\ 2
3] A Y |
\ |
2] A\
17 DEAN
(O]
2 AN
< _I _I T E \\I T T 1
Ny 2 1_ 1 32 i\f' 5 6
| N\
2] : N
3 3
4 :
x-Achse

Es geht darum, das Verhalten an der Nahtstelle zu charakterisieren. Wir brauchen ein Krite-
rium fur die Eigenschaft ohne Sprungstelle und ohne Kante.
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3.3 Stetigkeit
Im Folgenden gilt:

Die Funktion f sei in einem offenen Intervall J=]a;b[ definiert mit X, €]a;b[.

Definition 1

Die Funktion heifl3t stetig an der Stelle xo, wenn gilt:

limf(x, —h) =limf(x, +h) =f(x;) < lim f(x)= lim f(x)=f(x,)

Bemerkung
Die linke Schreibweise ist die sogenannte h-Methode, wahrend die rechte Schreibweise die

verkirzte Form darstellt.

Bezeichnung

Die Funktion heil3t unstetig an der Stelle xo, wenn zwar Funktionswert und Grenzwert existie-
ren, aber nicht Ubereinstimmen, oder wenn ein Funktionswert aber kein Grenzwert existiert.

Definition 2
Die Funktion f heiBt im offenen Intervall |=]a;b[ stetig, wenn sie an jeder Stelle

X, € ]a;b[ stetig ist.

Definition 3
Die Funktion heif3tim abgeschlossenen Intervall |=[a;b] stetig,
e wenn sie im offenen Intervall ]a ; b[ stetig ist und

e wenn fiir den linken Rand gilt: lim f(x) = Lingf(a+ h) =f(a) bzw.
x—at -

e wenn fur den rechten Rand gilt: Iirp_ f(x)= Lingf(b —h)=1(b).

3.4 Differenzierbarkeit

Die Funktion muss stetig sein und die Steigung der Tangente links der Nahtstelle muss mit
der Steigung der Tangente rechts der Nahtstelle ibereinstimmen.

Das heif3t: Es gibt nur eine gemeinsame Tangente.
Definition
Eine abschnittsweise definierte Funktion f heil3t differenzierbar an der Nahtstelle xq, wenn
gilt:
(1) fistin xo stetig

@ limf'(x, —h)=limf'(x,+h) < lim_f'(x)= lim {'(x)

10
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Merke

Die Stetigkeit ist eine notwendige Bedingung fiir die Differenzierbarkeit.

Das heif3t: Eine Funktion, die an X, nicht stetig ist, ist auch nicht differenzierbar, selbst
wenn die Steigungen der Tangenten tbereinstimmen.

Zu Beispiel 1
Uberprifen Sie die Stetigkeit und Differenzierbarkeit folgender Funktion:

—x2+g-x+1 fur x<2

f.(x) = 1 fur x=2
L 3% fur x>2
2 2
LOsung
. . . . [ 2 5 . 2 5
Linksseitiger Grenzwert: lim | -x* +=-x+1|=lim|-(2-h)" +=-(2-h)+1| > 2
x—2-h| 2 h-0 2
Rechtsseitiger Grenzwert:  lim Ly —Ex} =lim F(Z + h)2 —2(2 + h)} -1
x42+h_2 2 h—o| 2 2

Die Grenzwerte stimmen nicht Gberein = Funktion f; ist nicht stetig an x, =2
= Funktion f; ist nicht differenzierbar.

Zu Beispiel 2
Uberprifen Sie die Stetigkeit und Differenzierbarkeit folgender Funktion:

—x2+;x+1 fir x<2

f,(X)= 1 fir x=2
1x2—§x+3 fur x>2
2
Ldsung
. e ) . [ 2 5 . [ 2 5
Linksseitiger Grenzwert: lim | -x* +=-x+1|=lim|-(2-h)" +=-(2-h)+1| > 2
x—2-h| 2 h-0| 2
. ) . _1 2 3 . _1 2 3
Rechtsseitiger Grenzwert:  lim | =x* -=x+3 [=lim| =(2+h)" -=(2+h)+3|—>2
x—>2+h_2 2 h—>0_2 2
Funktionswert: f,(2)=1

Die Grenzwerte stimmen Uberein, mit dem Funktionswert jedoch nicht.
= Funktion f; ist nicht stetig an x, =2 = Funktion f; ist nicht differenzierbar.

11
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Zu Beispiel 3
Uberprifen Sie die Stetigkeit und Differenzierbarkeit folgender Funktion:
> 5 y
—X +E-x+1 fur x<2
fs(x) = 1
— fur x>2
X-2
LOsung
. e . [ 2 5 . 2 5
Linksseitiger Grenzwert: lim | —x* +=-x+1|=lim| —(2-h)" +=-(2-h)+1|>2
x—2-h| 2 h-0 2
" [ . 1 11
Rechtsseitiger Grenzwert: lim =lim|— |=lim| = | >+
x%2+h_x_2 h—0 (2+h)_2 h—0| h

Funktionswert: f,(2) =2

Linksseitiger Grenzwert und Funktionswert stimmen Uberein, der rechtsseitige Grenzwert
existiert jedoch nicht = Funktion f; ist nicht stetig an x, =2 = Funktion f; ist nicht differen-

zierbar.

Zu Beispiel 4
Uberprifen Sie die Stetigkeit und Differenzierbarkeit folgender Funktion:

—x2+§‘x+1 fir x<2

f4(X)= 1
—xP-=x+3 fur x>2
2
L6sung
. . . . 2 5 . 2 5
Linksseitiger Grenzwert: lim | -x* +=-x+1|=lim| —(2-h) +=-(2-h)+1|> 2
x—2-h 2 h-0 2

Rechtsseitiger Grenzwert:  |im F x? —gx + 3} = lim F(Z + h)2 —%(2 +h)+ 3} -2

x—2+h| 2 h—-0| 2

Funktionswert: f,(2)=2

Die Grenzwerte stimmen Uberein, ebenso mit dem Funktionswert
= Funktion f, ist stetig an x, =2

—2x+E fir x<?2
f,'(x)=

X—— fir x>2
2

12
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Linksseitiger Grenzwert: lim {—2 X + E} =lim {—2(2 -h)+ E} - _3
x—2-h 2 h—0 2 2

x—2+h 2

Rechtsseitiger Grenzwert:  lim [x - E} =lim [(2 +h)- E} - 1
2 h—0 2

Die Grenzwerte von f,' stimmen nicht tberein, = Funktion f, nicht differenzierbar.

Zu Beispiel 5
Uberprifen Sie die Stetigkeit und Differenzierbarkeit folgender Funktion:

—x2+§-x fir x<2
f(x) =
—x2—5x+6 fur x>2

2
Ldsung
. .. . . 2 5 . 2 5
Linksseitiger Grenzwert: lim | -x*+=-x [=lim| —(2-h)" +=-(2-h) | >1
x—>2-h 2 h—0 2
» 1, 7 E! > 7
Rechtsseitiger Grenzwert:  lim | =x* ——x+6 |=lim| =(2+h) - -(2+h)+6 |=1
x>2+h| 2 2 h—0| 2 2
. ) 1., 7
Funktionswert: f5(2)=52 —52+6=1

Die Grenzwerte und Funktionswert stimmen uberein, = Funktion fs ist stetig an x, =2

—2x+E fir x<?2
fs'(x) =
X—— fir x>2
2

Linksseitiger Grenzwert: lim {—2 X + g} =lim {—2(2 -h)+ g} — —%

x—>2-h

Rechtsseitiger Grenzwert:  |lim [x - Z} =lim {(2 +h) - Z} - 3
2 h—0 2

x—2+h 2

Die Grenzwerte von f,' stimmen uberein, = Funktion fs ist differenzierbar.

13
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Zu Beispiel 6

Uberprifen Sie die Stetigkeit und Differenzierbarkeit folgender Funktion:

—x2+§«x fir x<2

fe(x): 1
=xXP——x+7 fur x>2
2 2
Linksseitiger Grenzwert: lim [—xz +§-x} = Iim[—(z - h)2 2. (2- h)} -1
x—2-h 2 h—0 2
. T1, 7 ! , 7
Rechtsseitiger Grenzwert: ~ lim | =x* ——x+7 |=lim| =(2+h) —=(2+h)+7 [=2
x—>2+h| 2 2 h-o| 2 2
. 1., 7
Funktionswert: f6(2):52 —52+7=2

Linksseitiger Grenzwert und Funktionswert stimmen nicht tGiberein = Funktion nicht stetig an
X, =2 = Funktion nicht differenzierbar.

14
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4 Stetigkeitssatze

Viele Probleme technischer, naturwissenschaftlicher, 6konomischer und mathematischer Art
bestehen darin, fir gewisse Funktionen einen maximalen oder auch minimalen Funktions-
wert zu bestimmen.

Haufig sind absolute Extremwerte auf einem eingeschrankten Definitionsbereich gesucht.
Stetige Funktionen erweisen sich nitzlich zur Lésung von Aufgaben aus Physik und Technik
und zur Optimierung bei Problemstellungen, die eine Randbedingung enthalten.

Verknupfungssatz

Gegeben sind zwei in einem abgeschlossenen Intervall J=[a ; b] stetige Funktionen
u und v. Dann sind die zusammengesetzten Funktionen

£(X) = U0+ V(x), £,(0) =U(x) ~V(X) , T,(x) = U(x) - v(x), ,(x) = LX)

—= AV(X)=0 for alle xe J
v(x)

stetig in diesem Intervall.

Folgerung

Reine Potenzfunktionen x" mit ne Z sind stetig auf IR, das heif3t, auch jede ganzrationale
Funktion ist stetig auf IR.

Zwischenwertsatz

Ist eine Funktion auf dem abgeschlossenen Intervall [a ; b] stetig, so nimmt f jeden Wert an,
der zwischen f(a) und f(b) liegt.

Beispiel 1
Gegeben ist die Funktion
f(x)=0,5x>-1,8x* +2,3x—-0,6 mit xelR.

Zwischenwertsatz

Sie ist stetig auf dem abgeschlossenen In-
tervall[a; b].

Linke Intervallgrenze: f(1) =0,4
Rechte Intervallgrenze: f(3)=3,6

v-bAchse

Folgerung aus dem Satz:

Jeder Wert zwischen den Funktionswerten
f(a) und f(b) wird angenommen.

Allgemein: f(a) < f(x,) < f(b)

¥-Achse

15
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Nullstellensatz

Ist f eine im abgeschlossenen Intervall J=[a ; b] stetige Funktion und gilt
f(a)-f(b) <0, so hat fim Intervall mindestens eine Nullstelle.

Beispiel 2

Gegeben ist die Funktion
f(x)=0,5x> -1,8x* +2,3x—-2,6 mit xeIR.

Sie ist stetig auf dem abgeschlossenen In-
tervall[a; b].

Linke Intervallgrenze: f(1) =-16
Rechte Intervallgrenze: f(3)=+16

Folgerung aus dem Satz:

Es tritt ein Vorzeichenwechsel auf,
also muss im Intervall [ 1 ; 3] eine
Nullstelle xo existieren.

Allgemein: f(a) < f(x,) < f(b)

Extremwertsatz

v-fAchse

Mullstellensatz

_4..
|
S
.
_q_ —— __f(b)
T
C I : !
-1 |1 4 5
—1r
— —f(a)
— |
_3{_ x=a x=b
¥-Achse

Ist f eine auf einem abgeschlossenen Intervall J=[a; b] stetige Funktion, so ist f dort
beschrankt und nimmt Minimum und Maximum an.

Es gibt also x, , x, € [a; b] mit f(x,) < f(x) <f(x,).

Beispiel 3
f(x):1 mit x€[0,5;3].
X
Der Graph von fistin [0,5; 3] streng mono-
ton fallend.

Ymax = 1(0,5) = 2 ist Randmaximum
Yo = f(3) = 0,3 Randminimum

16

v-Achse

Extremwertsatz

| —
Pl

|

-
=

I
T i i3 !
N\ -1
O |
v2 | |
1 1
_|'3--H=EI x=b
¥-Achse
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Beispiel 4
f(x):i-(4x3 —24x? +21x+25)
10
mit xe[1;3].
Der Graph von fistin [1; 3] streng monoton
fallend.

Yax = 1(1) =2,6 ist Randmaximum
Yo = f(3) = -2 ist Randminimum

Beispiel 5

1 3 2
f(x) = —-(4x° —24x* +21x + 25)

10
mit xe[-0,5;4].

] _ 1 2
f(x)—E-(12x —48x+21)
Relative Extremstellen: 12x?> —48x+21=0
= Xg =05 X, =3,5;
f(0,5)=3; f(3,5)=-2,4

Vergleich mit den Randwerten:
y, =f(-0,5)=0,8 ist Randminimum
y, =f(4)=-19 ist Randmaximum

= Absolutes Maximum: y,_ .. =3
Absolutes Minimum: y_.. =2,4

Bemerkung

Extremwertsatz
4_.
| |
N N IR _f(a)
}- | | f
| | /
s moaN 1
%—u ; "Ilr | J | I JII 1
-1 o i1 Iﬁ 4/ 5
4 /
J | oy
I — — #— —f(b)
—3l x|= a :\\:=I b
¥-Achse
Extremwertsatz
<

¥-Achse

Die folgenden Beispiele zeigen, dass die Aussage im Extremwertsatz falsch sein kann, wenn
das Intervall nicht abgeschlossen ist oder die Funktion nicht stetig ist.
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Gegenbeispiele

Beispiel 6

f(x)=% mit xe]0; 3].

Die Funktion f ist stetig auf dem halboffenen
Intervall ]0; 3].

Der Graph von fist im halboffenen Intervall
]0; 3] streng monoton fallend.

Die Funktionswerte sind nicht nach oben be-
schrankt, es existiert ein Minimum, jedoch
kein Maximum.

Y., =f(3)= 0,3 ist Randminimum

Beispiel 7

— fur x>0
f(x) =1 x

2 fur x=0

mit xe[0; 3]

Die Funktion f in einem abgeschlossenen
Intervall [ 0 ; 3 | definiert, sie ist jedoch an
der Stelle x, =0 nicht stetig, denn bei

rechtsseitiger Annéherung besitzt sie keinen
Grenzwert: lim f(X) >+

x—>0"
Der Graph von fist im halboffenen Intervall
]0; 3] streng monoton fallend.
Die Funktionswerte sind nicht nach oben be-

schrankt, es existiert ein Minimum, jedoch
kein Maximum.

y,, = f(3)=0,3 ist Randminimum
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5 Randextrema, lokale (relative) und globale (absolute) Extrema

Ist eine abschnittsweise definierte Funktion an den Randern der Definitionsmenge oder den
Nahtstellen stetig, so kann auf diesen Randern ein lokales Extremum liegen.

Zur Berechnung der globalen Extrempunkte vergleicht man alle existierenden lokalen Ex-
trema miteinander und wahlt jeweils den kleinsten oder gréf3ten Wert.

Die globalen Extremwerte missen nicht unbedingt mit den lokalen Extrempunkten zusam-
menfallen, sondern kénnen auch bei nichtstetigen Funktionen auf den Abschnittsrandern lie-
gen.

Beispiel 1
1 37
f(0={ x* 5 =

——4+—= fir x>-1
3 3

Linksseitiger Grenzwert: lim [2x +4]— 2

;;)

1 ([0 1 \2 3 4

y-Achse

2x+4 fur x<-1 B

ol -4 -3 f2
1T
. : x* 5
Rechtsseitiger Grenzw.: |lim {—? + 5} —>2 _ot
x—>-1"
Funktionswert: f(2) =2 -3
= f(x) ist stetig an x, = -1. x-Achse

2 fir x<-1

-x? fur x>-1

Ableitungsfunktion: f'(x) = {
Linksseitige Steigung: lim [2] - 2; Rechtsseitige Steigung: lim [— xz} —-1
Xx—>-1" x—>-1"

Gs &ndert das Monotonieverhalten von streng monoton steigend zu streng monoton fallend.
= lokales, hier sogar globales Maximum y, =2 auf der Nahstelle x, =-1.

Beispiel 2
_ 2 N <
F(x) = (x+1) +2 fur x<1
x-3 fur x>1
Nahtstelle: x, =1 3
[5] I
Funktionswert; f(1) = —2 T -4 -
Rechtsseitiger Grenzw.: lim[x—3] —» -2
x—->1"
= f(x) ist stetig an x, =-1.
Ableitungsfunktion:
-2x-2 fur x<1 x-Achse
f'(x)= i
fir x>1

Linksseitige Steigung an der Nahtstelle: lim [-2x — 2] — -4

x—1

Rechtsseitige Steigung an der Nahtstelle: lim[1] -1

x—>1"

Gt andert das Monotonieverhalten von streng monoton fallend zu streng monoton steigend.
= lokales Minimum y, =—-2 auf der Nahstelle x, =1.

Fir x <1 existiert an der Stelle x, =-1 ein lokales Maximum y, =2 (Scheitel der Parabel).
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Beispiel 3
31 !
1 2 2 .. i]-
=X +=x+1 fur -3<x<1 ot
_J3 3 ‘
f)=1" . |
=x-5 far 1<x<3 2 l
2 S —————t | :
< -4-3-2-11]0 1 f2 3
Linker Rand: lim 1(x+1)2+g -2 -
x>-3"| 3 3 I
- 2T |
| il Lix 17 4 2 4
Links der Nahtstelle: lim | =(x+1) +§ -2
x—1"
x-Achse

Intervall |-3; 1] : Globales (absolutes) Minimum y, = f(-1) =§

Intervall [ 1; 3 ]: Globales (absolutes) Minimum auf dem Rand: y, = f(1) = —g und ein

globales (absolutes) Maximum auf dem rechten Rand: y, =f(3) = +g

Beispiel 4
3 -1
_2y_ ir —3<x<-— | L
F(x) = 2x 2 far -3<x<-1 : 21
x> +2x+1 fur -1<x<3 o l 7
n |
: L 1 1 l 1 1 1
Rechts der Nahtstelle x, = —1: <‘£ 4 23 o o 1 2\3
lim [—x2+2x+1}—>—2 Y
x—>-1" ‘
| - 2--
Auf der Nahtstelle: y, =f(-1) = —% SN
= f(x) ist nicht stetig an x, =-1. x-Achse
3
- fir -3<x<-1
f'(x) = 2

-2x+2 fur -1<x<3

Intervall |-3; —1[: Randmaximum y, ., =f(-3)=2,5
Randminimum vy, =f(-1) = —%
Intervall ] -1; 3[ : Hor. Tangenten: f'(x)=0 < -2x+2=0 < x,=1
Gyist streng monoton steigend fir —1<x <1,
G¢ ist streng monoton fallend fir 1< x<3.

= lokales Maximum y, = f(1) = 2 ist sogar globales Maximum durch

Vergleich mit dem rechten Randwert: y, = f(3) =2 ist Randminimum und

globales Minimum

20



Abschnittsweise definierte Funktionen
Stetigkeit und Differenzierbarkeit

mathphys-online

6 Aufgaben mit Anwendungsbezug und Optimierung

Ist f auf einem abgeschlossenen Intervall [ a ; b ] definiert, so ergeben sich die globalen
(absoluten) Extrema, indem man die lokalen (relativen) Extremstellen bestimmt und de-
ren Funktionswerte mit den Funktionswerten am Rand vergleicht.

Aufgabe 1 (aus der Abschlussprifung 2005, 12 Nichttechnik, A I1)
Nebenstehende Skizze zeigt den Querschnitt

einer Uberdachten Wasserrutsche. Der Graph 1
Gy, stellt die Wasserrutsche, der Graph Gy 1
stellt die Bedachung dar, die tber die Rutsche
hinaus verlangert ist. © ‘\
Die Funktionen w und b sind gegeben durch % M
£ N
1 |>\ ) M “‘\' \"\.““‘\
w(x) =——(x® -15x? +500) mit D, =[0:10 N -~ T
(9= 1561 ) mit D, =[0:10] N
~
und b(x):ix2—3—5x+10 mit D, =[0;15]. i
30 36 0 2 4 6 8 10 12 14 16
x-Achse

Profil der Bedachung
— - Profil der Rutsche

a) Berechnen Sie, an welcher Stelle x; die Wasserrutsche das starkste Gefalle aufweist.

b) Kondenswasser, das sich an der Unterseite der Bedachung gebildet hat, tropft von der
tiefsten Stelle des Daches herunter. Berechnen Sie die Stelle x,, an der das Wasser
heruntertropft.

c) Die Funktion d mit D, = [0; 10] und dem Funktionsterm d(x) beschreibt den in y-Richtung

gemessenen Abstand zwischen Wasserrutsche und Dach.

Zeigen Sie, dass sich d(x) auch in der Form d(x) = _ L e 1lye 35,15 schreiben
100 60 36

l&sst.
d) Aus Sicherheitsgriinden wird ein in y-Richtung gemessener Mindestabstand zwischen

Wasserrutsche und Dach von 3,30 (LE) vorgegeben.
Untersuchen Sie rechnerisch, ob dieser Mindestabstand an jeder Stelle eingehalten wird.

Ldsung zu Teilaufgabe a)

Das Gefalle wird durch die Anderungsrate w'(x) beschrieben. Das starkste Gefalle ist also
ein Extremum von w'(x), also der Wendepunkt von w(X).

. 1
1. Ableitung: w'(x) =——(3x?-30
itung: w'(x) 100( X x)
2. Ableitung: w"(x) = i(6x -30)
100

Flachstelle: w"(x)=0 < 6x-30=0 <« x,=5, Wendestelle, da einfache Nullstelle von
w"(x).
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Steigung: w'(5) = ;0(3 25° -30-5) =—% negativ, also groRtes Gefalle.

Lésung zu Teilaufgabe b)

1 35
1. Ableitung: b'(x) = -—
g: b'(x)= 15536
2. Ableitung: b"(x)_i5
Relative Extremstellen: b'(x)=0 < ix—3—5=0 S X, = 35-15 175 =14,6
15 36 36 12
W[ 175 1 . . -
Art der Extremstelle: b E :E > 0, also ein relatives Minimum.
Das Wasser tropft an der Stelle 14,6 vom Dach herunter.
Losung zu Teilaufgabe c)
: . 1 35 1 /., 2
Differenzfunktion:  d(x)=b(x) - w(x) = ==x* === x+10 - —(x* ~15x* +500)
30 36 100
Vereinfachen: d(x) = 1 ey il —3—5x 5
100 60 36
Lésung zu Teilaufgabe d)
1. Ableitung: d'(x):—ix2 1,35
100 30 36
Relative Extremstellen: d(x)=0 < —ix2 +Ex _35 =
100 30 36
35 25
dl=?z3,9 e D;; d, =?z8,3 e D,
. ) 35 25
Funktionswerte: d — Y =3,4 (rel. Minimum); d| — Y = 3,8 (rel. Maximum)

Vergleich mit den Randwerten: d(0)=5>3,4; d(10)= % ~3,6>3,4

Das relative Minimum ist also das absolute Minimum: d_,, =3,4.

De Mindestabstand von 3,3 LE wird also an jeder Stelle der Rutsche eingehalten.

22



Abschnittsweise definierte Funktionen
Stetigkeit und Differenzierbarkeit

mathphys-online

Aufgabe 2 (aus der Abschlussprifung 2003, 12 Nichttechnik, A I)

Die dunkel gefarbte Flache in der nebenstehen-
den Skizze stellt den Rest einer langs eines Pa- Planfigur
rabelstiicks Gy, zersprungenen ehemals recht-

eckigen Glasplatte dar.
Der zu diesem Parabelstiick gehérende
Funktionsterm lautet:

8 : 10
X)=x*+— mitD_=|0;,|— |.
a(x) : g { 3 }
Aus dem Rest der Glasplatte soll eine achsen-
parallele Scheibe (hellgrau) so geschnitten wer-
den, dass der Punkt P(a / g(a)) auf G4 liegt.

W Achse

a) Stellen Sie die Maf3zahl A(a) der "neuen"”
Rechtecksflache in Abhéngigkeit von der
Abszisse a des Punktes P dar. Geben Sie
auch eine sinnvolle Definitionsmenge D, an.
(Lage von P siehe Skizze!)

Mdgliches Teilergebnis:

A(a)=-a’ +3a° —%a+8

b) Bestimmen Sie nun denjenigen Wert von a,
fur den der Flacheninhalt den groRten Wert
Amax @annimmt. Berechnen Sie auch Anay.

L6sung zu Teilaufgabe a)

Rechtecksflache: A(@)=(3-a)-g(a)=(3-a)- (az + 2] =-a’+3a° - ga +8

Definitionsmenge: g(X)=6 < x° +§=6 s X =% & X=% /% =+18

Ldsung zu Teilaufgabe b)

Ableitungsfunktion: A'(a)=-3a’+6a —%
Bestimmung der rel. Extrema: A'(@=0 < -3a*+6a- g =0

= a1=§=0,7; azzgzlg

Funktionswerte: A(%] =7,3; A(%J =7,4
. . 10
Vergleich mit den Randwerten: A(0)=8; A( ?J =7,0

A ist eine stetige Funktion auf einem abgeschlossnen Intervall, d. h. das absolute Maximum
wird auf dem linken Rand angenommen: A, =8
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Aufgabe 3 (aus der Abschlussprifung 2004, 12 Nichttechnik, A I)

Aus einem flinfeckigen Brett soll ein y

rechteckiges Stiick herausgesagt

werden (siehe Skizze). Dabei soll der D(6/6)

Punkt P auf der Strecke [CD] liegen. i P(10-aly,)

a) Stellen Sie die Flachenmal3zahl
A(a) des Rechtecks in Abhangig-
keit der Seitenlange dar und geben
Sie eine sinnvolle Definitions-
menge D, der Funktion A an.
Mogliches Teilergebnis:

A@@) = —%-(a2 ~2a-80)

C(10/4)

b) Berechnen Sie denjenigen Wert von a, fur den die Rechtecksflache den grofiten Wert
annimmt. Berechnen Sie auch, wie grof3 in diesem Fall der ,Abfall“ in Prozent bezogen
auf die Flache des Flnfecks ist.

Ldsung zu a)

Flachenmalizahl: A(@)=(10-a)-y,
Gerade durch CD: 9o (X) = 4-6 -(x—10)+4——£-(x—10)+4——1x+9
' @M 10-6 2 2
. , 1 1
Punkt P liegt auf gep: Ve =0c5(10-a) = —5(10 -a)+9= Ea+ 4
. 1 1,
Einsetzen: A(a)z(lo—a)-(5a+4j:—5a +a+40
Definitionsmenge: D, =[0; 4]

Lésung zu b)

Ableitung: A'(@)=—-a+1
Horizontale Tangenten: A'(d)=0 & -a+l1l=0 < a,=1
Funktionswert: A, =A(1) =405

Da die FlachenmafRzahlfunktion A eine nach unten getffnete Parabel ist, ist das relative
Maximum A, auch das absolute Maximum: A ., =A(1) =40,5

Die Flache des Flinfecks setzt sich z. B. aus zwei Rechtecksflachen und einer Dreiecksfla-

che zusammen: A =6-6+4-4+%-4-2=56

Ages - Amax _ 56 - 40, 5
56

Abfall: =0,28228%

ges
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