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Einflhrung in gebrochenrationale Funktionen

1 Gebrochenrationale Funktionen

1.1 EinfUhrungsbeispiel

Definition
Eine Funktion

f: ID - IR
u(x)

X B f(x):m A V(X)=0

heil3t gebrochenrationale Funktion,
wobei u(x) ein Polynom vom Grade m und v(x) ein Polynom vom Grade n ist.

Bezeichnung
m > n: unecht gebrochenrationale Funktion

m < n: echt gebrochenrationale Funktion

4 2
- X" —4x
Beispiel: f(X) =—————;
X" =X =X"+X
Graph von f
5 Xy=1
2—
A
3_.
2..
2 (010
5 !
[Z]
+ -1
=

(on)
:

-5

X--Achse

Man stellt fest:

Da bei dieser Funktionsgleichung x im Nenner vorkommt, treten im Vergleich zu den bekann-
ten ganzrationalen Funktionen vollig neue Eigenschaften auf.

Bei gebrochenrationalen Funktionen werden folgende Eigenschaften untersucht:

» Definitionsmenge und Verhalten an den Definitionsliicken

» Nullstellen

» Asymptoten
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Losungsstrategie

» Faktorisieren des Zahler— und des Nennerpolynoms

» Festlegung des Definitionsbereichs und Kirzen, wenn mdéglich.

» Verhalten der Funktionswerte an den grenzen des Definitionsbereichs, also z. B. fir
x| =00 bzw. x—x," und x—X, .

Wertetabelle fir besondere Werte

Grenze im Unendlichen: x - —o0 Grenze im Unendlichen: x —» 4+

X -400 -300 -200 X 200 300 400
f(x) 0,9975 | 0,9966 | 0,9950 f(x) 1,0049 1,0033 | 1,0025
lim f(x) -1 lim f(x) -1

X—>—© X—>+00

Ergebnis: Die Gerade y, =1 ist eine horizontale Asymptote.

Linksseitige Annaherung an x, = —1: Rechtsseitige Annéherung an x, = —1:

X -1,08 -1,06 -1,04 -1,02 X -0.98 -0,96 -0,94 -0,92
f(x)| -88 -12 -18,2 -32 f(x) 38 19,2 13 9,8
lim f(x) > —o0 lim f(x) > +o0

X—>-1" x—>-1*

Ergebnis:

Die Funktionswerte wachsen uber alle Grenzen. Man sagt:

Die Definitionslicke x, = -1 ist eine Polstelle 1.0rdnung (Unendlichkeitsstelle).

Sie ist eine vertikale Asymptote mit Vorzeichenwechsel.

Linksseitige Annaherung an x, =1: Rechtsseitige Annéherung an x, =1:
X 0,92 0,94 0,96 0,98 X 1,02 1,04 1,06 1,08
f(x) | -236 -419 -942 -3761 f(x) | -3736 | -930 -411 -230

lim f(x) > —o0

X—>+1"

lim f(x) > —o0

X—>+1"

Ergebnis:
Die Funktionswerte wachsen uber alle Grenzen. Man sagt:

Die Definitionsliicke x, =+1 ist eine Polstelle 2.0rdnung (Unendlichkeitsstelle).
Sie ist eine vertikale Asymptote ohne Vorzeichenwechsel.
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Linksseitige Annéaherung an x, =0: Rechtsseitige Annéherung an x, =0:

X -0,008 | -0,006 |-0,004 | -0,002 X 0,002 |0,004 |0,006 |0,008
f(x) 10,032 0,024 |0,016 |0,008 f(x) | -0,008 |-0,016 |-0,024 | -0,032
lim f(x) >0 lim f(x) >0

X—>+0" x—>+0*

Ergebnis:

Die Funktionswerte nahern sich einem Grenzwert. Man sagt:
Die Definitionslicke x, =0 ist eine stetig behebbare Definitionslicke.

1.2 Steckbrief zum Einfuhrungsbeispiel

Faktorisierter Funktionsterm:

X2-(x2-4) X (x+2)-(x=-2) _ x*-(x+2)-(x-2) x*-(x+2)-(x-2)
X-(C=x2=x+1) x-[X2-(x-D-(x-1] x-[(x-1)-(x*-D] x-[(x=172%(x+1)]

f(x)=

Definitionsmenge: ID=IR\{-1;0;1}

X-(X+2)-(x-2)
(x=1%-(x+1)

Gekiirzte Funktionsgleichung (stetige Fortsetzung): f'(x) =

Nullstellen: (-2/0) und (2/0)

Untersuchen des Verhaltens an den Grenzen des Definitionsbereichs

Annaherung von links: lim f(x) = Llng f(x, —h)
Annaherung von rechts: lim f(x)= ng f(x, +h)
Verhalten im Unendlichen:  lim f(x) und lim f(x)

Verhalten an der Liicke x, =0:

M 5o —>-4

Ch)-(-h+2)-(h-2)|_, 0",
(-h-1%-(-h+1) | 1
%/_/ %,_/

-1 -1

-0

lim f(x) = limf(0 —h) = lim
x—0" h—0 x—0"

;;10; h +4h -
lim £(x) = limf(0 + hy = lim | {L-(1*2)-(h=2)}_. 0.,
w00 © oo (=12 -(h+1) 1

-1 -1

—0

Funktionswert: f'(0) =0
= Stetig behebbare Definitionslucke (0/0).
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Verhalten an der Lucke x, =-1:

->(-1) -1 —(-3)
lim f(x) = lim (-1~ h) = lim (_1_h)'(_1_h2+2)'(_1_h_2) :—>"i,"»—oo
x—-1" (-1-h-1? - (-1-h +12)
L -4 -0~ h
—(-1) -1 —(-3)
-1+h)-(-1+h+2)-(-1+h-2) 3
im £(x) = lim f(~1+ h) = lim (1rh)-(-1+h 3y
x> (-1+h-2)°-(-1+h+1) 0*
L -4 —0" i

= X, =-1ist Polstelle 1. Ordnung, also senkrechte Asymptote mit VZW.

Verhalten an der Liicke x, = +1:

-1 -3 ->(-1
fim f(x) = im f(L—h) = fjm| &=M-A=h+2) A-h=2)}_ . 3.
ko1 n->0 0| (1-h-17%-(1-h+1) 0"
—0" -2
1 -3 ->(-1)
lim £(x) = lim f(1+ h) = fim| LA+ +2)-(A4h=2) | . 3.
x—>1" h—>0 h—0 (A+h-2%-(1+h+1 0*
—0" -2

= X, =1 ist Polstelle 2. Ordnung, also senkrechte Asymptote ohne VZW.

Verhalten im Unendlichen:
Zahlergrad = Nennergrad, also Ausklammern der hochsten Potenz von x:

—0
——
1 4
4 T 2
X ( 2) X
lim (x)= lim X = lim -1
X—>—0 4 1 1 X—>—0
e e 111
- — —— 4 —
x x> x
B e i I |
-0 -0 -0
—0
——
1 4
4 T U2
X4‘(1—2j X
lim f(x) = lim X = lim -1
X—>+00 x—>+oox4 1 1 1 1) X—>+00
T
x x X 1_1_%+i3
X X X
e e
-0 -0 —0

= Yy, =1 ist waagrechte Asymptote.
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1.3 Allgemeine Definitionen
1.3.1 Definitionsliicken und Verhalten an den Definitionsliicken

Definition

Die Definitionsliicken einer gebrochen-rationalen Funktion

f(x) :% A X €lD; ={ X |v(x) * 0} sind die Nullstellen des Nennerpolynoms v(x).
Folgerung

Ist Xo eine Nullstelle des Nennerpolynoms, so hat die Funktion eine Definitionsliicke an der
Stelle x = x,. In diesem Fall enthélt das Nennerpolynom im Nenner den Faktor (x —X, ).

Bezeichnung
Eine Stelle xo hat die Vielfachheit n, wenn der Term (x —x,) n-mal vorkommt, d.h. es steht
(X—=X,)" im Z&hler oder im Nenner.

Nun kann man zwei Falle unterscheiden:

1. Fall

Der Faktor (x—X,) im Nenner l&sst sich nicht durch Kiirzen beseitigen.

Oder:

Die Vielfachheit der Nullstelle des Nenners ist grof3er als die Vielfachheit der Nullstelle des
Zahlers. = Der Funktionswert wachst bei Annéherung an die Definitionsliicke unbeschrénkt
(geht gegen + ).

Definition

Eine gekirzte gebrochen-rationale Funktion f(x) =% A X €lD; hat einen

Pol n-ter Ordnung (Unendlichkeitsstelle, vertikale Asymptote) an der Stelle X,, wenn Xq
n-fache Nullstelle des Nennerpolynoms v(x) und nicht zugleich Nullstelle des Z&hlerpoly-
noms u(x) ist.

2. Fall
Der Faktor (X —X,) im Nenner I&sst sich durch Kiirzen beseitigen.

Oder:

Die Vielfachheit der Nullstelle des Nenners ist kleiner oder gleich als die Vielfachheit der
Nullstelle des Zahlers. = Der Funktionswert ist bei Anndherung an die Definitionslicke be-
schrankt.

Definition

Eine Stelle x,, an der Zahler u(x) und Nenner v(x) einer gebrochenrationalen Funktion eine
Nullstelle x, besitzen, wobei die Vielfachheit der NS des Nenners v(x) < der Vielfachheit
der NS des Zahlers u(x) ist, heif3t stetig behebbare Definitionslicke.

Bezeichnung: Der gekirzte Funktionsterm fye ist die so genannte stetige Fortsetzung von f.

5
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1.3.2 Verhalten im Unendlichen

Bezeichnung:

Eine Asymptote ist eine Gerade, die sich einer ins Unendliche verlaufenden Kurve annéa-
hert, ohne sie jedoch zu erreichen. Der Abstand zwischen Kurve und Gerade wird dabei be-
liebig klein.

Bei gebrochenrationalen Funktionen es beim Verhalten im Unendlichen zwei Méglichkeiten:

¢ Die Funktionswerte sind beschrankt, dann besitzen Sie eine waagrechte Asymptote.
¢ Die Funktionswerte sind nicht beschrankt, dann besitzen Sie entweder eine schiefe
Asymptote oder eine asymptotische Kurve.

Es ist abhdngig vom Grad m des Zahlerpolynoms u(x) und Grad n des Nennerpolynoms v(x):

Falls Zahlergrad < Nennergrad, gilt: ‘Ii‘m f(x)>0.

Die horizontale Asymptote ist die x-Achse.
Vorgehensweise: Ausklammern der héchsten Potenz von x und Grenziibergang.

Falls Zahlergrad = Nennergrad, gilt: lim f(x) >c A c#0.

‘X‘*}oo
Die horizontale Asymptote ist eine Parallele zur x-Achse.
Vorgehensweise: Ausklammern der hdchsten Potenz von x oder Polynomdivision mit Rest
und dann Grenziubergang.

Falls zahlergrad > Nennergrad, gilt: ‘Ii‘

Vorgehensweise: Polynomdivision mit Rest und dann Grenziibergang.

m f(x) > .

Zahlergrad = Nennergrad +1.: ‘Ii‘m f(x):‘li‘m [ax+b+R(x)} A a=#0
X|—>o X|—>o —
—0

Es gibt eine schiefe Asymptote k(x)=ax+b
Vorgehensweise: Polynomdivision mit Rest und dann Grenzibergang.

Zahlergrad > Nennergrad +1: ‘Ii‘m f(x) =‘Ii‘m {Z ax +R(x)] A a,, =0
X|—>o0 X|—>oo =0 e

—0

Es gibt eine asymptotische Kurve k(x) = Ziaixi A a,,#0
i=0
Vorgehensweise: Polynomdivision mit Rest und dann Grenzibergang.
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1.3.3 Nullstellen

Definition
Die Nullstellen einer gekiirzten gebrochenrationalen Funktion

u(x)

f(x)=—— A xelD, sind diejenigen Nullstellen des Zahlerpolynoms u(x), die nicht

V(X)
zugleich Nullstellen des Nennerpolynoms v(x) sind.

1.4 Beispiele zum Verhalten in der Umgebung der Definitionsliicke

1.4.1 Polstelle mit ungerader Ordnung, senkrechte Asymptote mit Vorzeichenwechsel

Beispiel 1
Graph von f
f(x) = —— —IR\{1} T
x-1 31T
2—- :
Linksseitige Annaherung an x, =1: L "
Q T [}
. . 1 .1 2 '
lim f(x)=limf(1-h _I|m =lim—->-w e —— —t—+—
X1 (x) h—>0( ) -»01l-h-1 ns0-h i _‘HZS_Q}O El 2 3 4
Rechtsseitige Annaherung an x, =1: -27 i
]
. T T 1 _ 1 -3r
JE?“(X)—L'L”J(“ h)_L'm1+h—1 Imh — + 0 o |
Die Funktionswerte wachsen mit ungleichem Vorzei- Ach
chen unbeschrankt. x-Achse
Beispiel 2
Graph von f
f()=—~  D=IR\{1} ST
x-1 31T |
2—- :
Linksseitige Annaherung an x, =1: "
Q [}
lim () = im f(1— ) = fim 1 imZisis g =1
0l1-h—1 n>o-h < ~4-3-2-1 |0 il 4
=17
]
Rechtsseitige Annéherung an x, =1: -7 i
lim () = im f(L+h) = im T SN T
0l+h-1 n>oh -4
Die Funktionswerte wachsen mit ungleichem Vorzei- x--Achse

chen unbeschréankt.
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Beispiel 3

X% =X
f(X)= ———— D=IR\{1
() X2 —2x+1 {1}

N : _ x-(x-1)  x
Gekdrzter Funktionsterm: f_ ., (X) = = =
’ (x-1)° x-1

Linksseitige Annaherung an x, =1:

. . e d=h s 1-h
lim 10x) = Imf@-h) = fim =1 7 =lm ",

—> —®©

Rechtsseitige Annaherung an x, =1:

; T _him_d+h _ - 1+h
XIErl[f(x)_ngg)f(l+h)_L|m)l+h_l_L|_rg h

+ o0

y-Achse

Graph von f
.

T R ety
N
w
I

x--Achse

Senkrechte Asymptote x, =1; Nullstelle: x, =0 einfach

1.4.2 Polstelle mit gerader Ordnung, senkrechte Asymptote ohne Vorzeichenwechsel

Rechtsseitige Annéherung an x, =1:

Beispiel 4
Graph von f
1 .
f(xX)=——— D=IR\{1} '
(x-1) 3t E
2
Linksseitige Annaherung an x, =1: @ J !
lim f(x) = limf@-h)=lim—21  —lim—1_ 40 |2 PEEREREP 0'1 b bk
X—>1" h—0 h-0 (1— h - 1) h—0 (_h) = = _— iy :
" =7
Rechtsseitige Annéherung an x, =1: _ql !
lim (x) = lim f(1+h) = lIm—2L— = lim—L_ & 4o 4
x—1* h—0 h—0 (1+ h _ 1) h—0 (h)
Die Funktionswerte wachsen mit gleichem Vorzeichen ¥—Achse
unbeschréankt.
Beispiel 5
Graph von f
fx)=— T  D=IR\{1} :
(x-1) :
Linksseitige Annaherung an x, =1: P E
. . . 1 | 5 :
lim f(x) =limf(1-h)=lim > =lim > —> -0 | % a
X—1" h—0 h—0 (1_ h- 1) h—0 (_h) e :

lim f(x) =limf(1+h) = lim -1 > =lim _12 — -0
lim 10 = fim "0 (1eh-1) ™ (h)

¥--Achse

Die Funktionswerte wachsen mit gleichem Vorzeichen
unbeschrankt.
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1.4.3 Stetig behebbare Definitionsliicke

Beispiel 6
Graph von f
f=2"1  poR\{-11} 4
x° =1 37
Stetige Fortsetzung: f_ (X) x-1 ! ® : 1-
. = = ]
T D) (x-) x+l [ £ TNO~
< F=s(241]01 2 3 4
. . .. i 1T
Linksseitige Annaherung an x, =-1: '
ot
. T 1R i #: 1 B '
xL",nl—f(X) _Ll_r)gf( 1-h) LI_I’D) T hii lej > ot
gt
Rechtsseitige Annaherung an x, = -1:
i =i _ — i #z imd x--Achse
X'Lrllf(x)—'h'ﬁéf( 1+h) ILI_FH) iRl mh — 4o
Die Funktionswerte wachsen mit gleichem Vorzeichen unbeschrankt.
. " i P i R =i T 1 1
Linksseitige Annaherung an x, =1: X'Tfff(x) = me(l h) —LIE’(]) T hoil- Lm >h %
.. N A T T 1 T 1 1
Rechtsseitige Annéherung an x, =1: Xl'fllf(x) = lef(l-‘r h) = LILT(])1+h+1—'|1ILY(\)2+h =3

Die Funktionswerte sind beschrankt und streben gegen einen Grenzwert g=0,5.

Beispiel 7
Graph von f
(x-1) | X
f(x) = 71 D=IR\{-1;1} / E st
b2
2 ’
. (X—l) x-1 @ AT
Stetige Fortsetzung: f, (X) = = 2 Loy b N
(x+1)-(x-1) x+1 g ———t— —+—
I -4-3-241 ﬂ 2 3 4
Linksseitige Annaherung an x, =—1: E_ -
im 1) = im (1) = im =Y T
- (x) = fim f(-1- )_hlm)m =4
- (-2-h)
=lim——>-w x--Achse
h—0 —h
Rechtsseitige Annaherung an x, =-1:
i F00) — i (1 b — [ (—1+h—1)2_|_ (-2+h)’
Jm ) =ML =lIm i =i 2
Die Funktionswerte wachsen mit ungleichem Vorzeichen unbeschrénkt.
2
Linksseitige Annah “1: im0 = fm - hy = fim Y w04 g
inksseitige Annaherung an x, =1: Xm (x)_hlgg 1- )_hlmm_ 5 -

9
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y ] . . (1+h-1° g
Rechtsseitige Annaherung an x, =1: lim f(x)= rI]lrrg)f(1+ h) = le = "5" -0
x—>-1" - -

o 1+h+1
Die Funktionswerte sind beschrankt und streben gegen einen Grenzwert g=0.

Keine Nullstelle!

Beispiel 8
Graph von f
x* —X o1
fX)=—4—"—75-—— D=IR\{1
) X2 —x>+x-1 {1 1.5T
, X-(x-1) X
Stetige Fortsetzung: f_, (X) = = ®
T (x-1) (X +1) K+l | 5
<
>
Linksseitige Annaherung an x, =1:
. T R 1-h 1
Jﬁ—f(x)_!\mf(l h)_m_(l_ )2 +1_> 5
Rechtsseitige Annaherung an x, =1:
x--Achse
lim f(x) = limf(1+h) = lim—21xh __, 1
x—1* h—0 h—0 (1+ h) +1 2

Nullstelle: x, =0 einfach

10
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1.5 Beispiele zum Verhalten im Unendlichen
1.5.1 Waagrechte Asymptote

Grad des Zahlerpolynoms u(x) = Grad des Nennerpolynoms v(x)
(d.h. f(x) ist unecht gebrochen rationale Funktion)
Vorgehensweise: Ausklammern der hdchsten Potenz von x ergibt Iimf(x) >c A c=0.

‘X‘aoo

Grad des Zahlerpolynoms u(x) < Grad des Nennerpolynoms v(x)
(d.h. f(x) ist echt gebrochen rationale Funktion).
Vorgehensweise: Ausklammern der hdchsten Potenz von x ergibt lim f(x) - 0.

‘X‘aoo

Beispiel 9
Graph von f
f=22=1  por\(1 T
x—-1 5T ¢
-+ ]
Linksseitige Annéherung an x, =1: ; :
(O] B ]
: : . 2(1-h)-1 ., 1. L N U J T
lim f(x) =limf(1-h)=lim——"—="-="— — S 2]
mig=mie-m=inThr - |3 T
]
Rechtsseitige Annéherung an x, =1: APRFRPRIE P I
, o e 2(0+h)-1 1. L
Jﬂlf(X)—le)f(l+h)—lem— F —> 400 _ot h
Senkrechte Asymptote mit Vorzeichenwechsel: x =1 x--Achse
Verhalten im Unendlichen:
ox_1 X-(Z—lj 2_1
lim f(x) = lim X2 — jim —— X/ _ jim — X >
[x]| >0 [x[50 x —1 |x] > 1 [x] > 1
X-|1-= 1--
X X
Waagrechte Asymptote k(x)=2; Nullstelle: x, =0,5 einfach
Beispiel 10
Graph von f
f)=—2X"1  p_r\{y :
x—-1 :
]
Linksseitige Annaherung an x, =1: . ; ,
: L o =2(l-h)-1 ,_3, 2 123 45
IO =Infd=N=M—"""1 =% *** |% :
R PRD Sy U S SR S
]
Rechtsseitige Anndherung an x, =1: - i
: L . =2(1+h)y-1 ,_3, i
XIETJ}f(X)—HTOf(1+h)—L|LnOm— 0—+ —> — 0 _5 '
Senkrechte Asymptote mit Vorzeichenwechsel x =1 x--Achse

Verhalten im Unendlichen:

11
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ox_1 X-(—Z—l) _2_1

lim £(x) = lim 2=~ lim X~ jim — X 52
x| Ix|>  x—1 x| ( 1) | x| >0 1
1-— _=
X X

waagrechte Asymptote k(x)=-2.

Nullstelle: x, =—-0,5 einfach.

Beispiel 11 Graph von f
)= poRr\(y F
(x-1) B
Linksseitige Annaherung an x, =1: @ o
£ P I I
lim f(x):Iimf(l—h):limG(l_—m+29="§"—>+oo T 2 4 6 8
x—1" h—0 h—0 (l—h _1) (N T !
Rechtsseitige Annaherung an x, =1: E
lim f(x) = lim f(1+ h) = |im6(1+—h)+29="§"—>+oo
X1t h—0 h—0 (1+ h _1) 0"
¥—Achse
Senkrechte Asymptote ohne Vorzeichenwechsel: x =1
Verhalten im Unendlichen:
—6
6x 40 x-[6+9j (6+9j
lim £ = lim £(x)= Xre = lim —::‘Ii‘m —Xlao
” (x-1) T (1—) 7 x (1—]
X N X
%/_/

Horizontale Asymptote k(x)=0;

Nullstelle: x, =-1,5 einfach.

12
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1.5.2 Schiefe Asymptote

Grad des Zahlerpolynoms u(x) = Grad des Nennerpolynoms v(x) + 1
(d.h. f(x) ist unecht gebrochen rationale Funktion).

Vorgehensweise: Zerlegung in ganzrationalen Anteil und echt gebrochenrationalen Anteil
durch Polynomdivision mit Rest: lim f(x) = ‘Iﬁm (ax+b+R(x)) A a=0.

‘X‘A)oc

Beispiel 12
Graph von f
e
f(x) = 2 D=IR\{1}
Linksseitige Annaherung an x, =1: E
(8]
. e . 05@-h?+1 ,15, <
JpI0=mie-N=m" e T T
Rechtsseitige Annadherung an x, =1:
_ L . 05(1+h?+1 ,15,
JpIe=mi =" o
x--Achse
- , _ 1 1 3
Polynomdivision mit Rest: f(X)==x+—-+——
2 2 2(x-1
Verhalten im Unendlichen:
fur x
lim f(x)= lim f(x)= lim £X+1+L T N o
[x|o0 x| xo= 272 2-(x-1) —oo flr x—-o

%/_/
—0

Schiefe Asymptote: k(x) = %x +%
Folgerung:

Wenn Ixl gegen Unendlich geht, nahert sich die Funktion immer mehr der schiefen

Asymptote k(x):%x+% an.

13
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Beispiel 13

Graph von f

_y2
f(x) = X +4

4-(x-1)
Linksseitige Annaherung an x, =1:
-(1-hy¥’+4 ., 3.

D=IR\{1}

y-Achse

lim f(x) =limf(1—h) =Ilim ="="_
X—1" ( ) h—0 ( ) ha04.(1_h_1) O_ ®
Rechtsseitige Annéherung an x, =1:
_ 2
lim ) = lim f(L+ hy = im —LEN"+4 w30
x—1* h—0 h—0 4(1+ h _1) o*
x--Achse
Senkrechte Asymptote: x, =1
Nullstellen: x, =-2; x, = 2;
Polynomdivision mit Rest: f(x):—lx—1+ 3
4 4 4x-4
Verhalten im Unendlichen:
. . . —oo fir x—>+
lim f(x)= lim f(x)= lim —EX—1+L Y ] e
x| x| Xo=l 47 4 4-(x-1) +oo fir x—-oo
-0
. 1 1
Schiefe Asymptote: k(x) = _ZX 2
Beispiel 14
. Graph von f
f(x):—Sx +4‘;x+16 D=IR\{0} -
4x I
age
Linksseitige Annaherung an X, =0: @ i
= —t—t—t : —t—
(L RV 4 A < g l6-4-2 4 6 8
lim £(x) = lim (0 — h) = lim —>(")_+4Ch) +16 = -1
x—>0" h—0 h—0 4(_h) — 7t :
=16, 4o =3
O+ e
Rechtsseitige Annéherung an x, =0: Achse

_2p3
lim f(x) = lim (0 + h) = lim 3h +42h+16="ﬁ"—>+oo
x—0" h—0 h—0 4h o

Polynomdivision mit Rest: f(x) = —%x + X +24
X

14
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Verhalten im Unendlichen:

lim f(xX)= lim f(X)= lm | ——X+——|=
X‘—)oo ( ) ‘X‘—)w ( ) ‘X‘—)c@ 4 X2

—0

3 X+ 4 -0 fir x—>+ow
+oo flr X— -

Schiefe Asymptote: k(x) = —%x

Bestimmung des Schnittpunktes des Graphen von f mit der schiefen Asymptote:

3 X+4 3

f(x)=k(x) < _ZX+7=_ZX & X+4=0 & xg=-4; ys=Kk(xg)=3

Schnittpunkt: S(—4/3)

Polynomdivision ohne Rest:
-3x’+4x+16=0 < (x-2)-(-3x*-6x-8)=0 < x-2=0;-3x*-6x-8=%0
Nullstelle: x, =2

15
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1.5.3 Asymptotische Kurve

f(x) ist unecht gebrochenrationale Funktion und der Grad des Z&hlerpolynoms u(x) ist um
mindestens 2 gréRer als Grad des Nennerpolynoms v(x).

Vorgehensweise: Zerlegung in ganzrationalen Anteil und echt gebrochenrationalen Anteil
m-n .

lim (> ax'+R(x)) A a,#0.

X|—>o i—0

durch Polynomdivision mit Rest: i o

am, 1) =

Beispiel 15 Graoh .
raph von
x> —5x>+3x+9 [
f(x) = D=IR\{1}
4(x-1)

Linksseitige Annaherung an x, =1:

y-Achse

lim £(x) = lim f(1— h)
x—1~ h—0

i @=hY -5(@-h)* +3(1-h)+9
" hoo 4(1-h-1)

B, o
S

Rechtsseitige Annaherung an x, =1:

(1+h)’ -5@+h)> +3(1+h)+9 . 8.

XIErll f(x) = le)f(l+ h) = le)

4(1+h-1) 0*
— : _ 1., 1 8
Polynomdivision mit Rest: f(x)==x"-x—-—+
4 4 4x-4
Verhalten im Unendlichen:
+oo flr xX—+

lim ()= lim 100 = fim | Sx2—x—1i_8 | J*< N *
|x|—>o0 |x[—>e0 X[ 4 4 4x-4 +o0 fir X— -

H_J

—0

Asymptotische Kurve: k(x) = %xz —X —%

Polynomdivision ohne Rest:
X]-5x*+3x+9 < (X+1-(X¥*-6x+9)=0 < (x+1)-(x-3)*=0

Nullstellen: x, = -1 einfach; x, =3 zweifach;
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1.6 Symmetrieeigenschaften

1.6.1 Achsensymmetrie zur y-Achse

Der Graph einer Funktion f ist achsensymmetrisch zur y-Achse, falls gilt:

f(=x) =f(x)

Fir den Funktionsterm bedeutet das konkret:

Zahler und Nenner enthalten nur gerade Hochzahlen oder

Zahler und Nenner enthalten nur ungerade Hochzahlen

Beispiel 16
Graph von f
x*+4 ~ _ 8T,
f(x)_Xz_1 D=IR\{-1;1} E o E
LA
Symmetrienachweis: @ Voot
....... L LR R R R R
(-x)*+4 x*+4 S ——t—t ———
f(—x) = = =f(x), < _4_3_.21 1
(=x) (—X)2—1 x2 -1 (x) oy 4-3 2'_12_0:1 2 3 4
] ]
also Achsensymmetrie. = !
] | ]
Senkrechte Asymptoten mit VZW: x, =-1; x, =1 :#\:
" 8._ (]
Waagrechte Asymptote: k(x) =1
x--Achse
Beispiel 17
Graph von f
4 -
f)=2"2  p-IR 12
X“+1 ) 10t
Symmetrienachweis: @ \\ 6T
_v)4 4 R i
f(—X)Z( X)2+9=X2+9=f(X), <LF) \ 4
(-x)"+1 x°+1 > N\ oof
also Achsensymmetrie. —
Y —4-3-2 —\1‘2
o . , ) 10 -
Polynomdivision mit Rest: f(x) = X" -1+ —; — 4t
X +1
Verhalten im Unendlichen: x--Achse
. . . +oo fir xX—+
lim f(x) = lim f(x)= lim | x* -1+ ;LO 7 >
[x]| >0 [x]| >0 [ x| o0 X +1 +o0 fUr X—> -
%r_/

—0

Asymptotische Kurve: k(x)=x> -1

17
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1.6.2 Punktsymmetrie zum Koordinatenursprung

Der Graph einer Funktion f ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung, falls gilt:
f(=x) =-1(x)

Fir den Funktionsterm bedeutet das konkret:

Zahler enthalt nur gerade Hochzahlen und Nenner nur ungerade Hochzahlen oder
Zahler enthalt nur ungerade Hochzahlen und Nenner nur gerade Hochzahlen.

Beispiel 18
Graph von f
f(x) = X D=IR\{-2; 2} {5 4
x2-4 B ' | 6t :\/
U R
] ]
Senkrechte Asymptoten: x, =—2; X, =2; 3 "\ 2 /E/
O
Symmetrienachweis: < —8—6—4—i_20 52 4 6 8
(- X)3 VG %3 - ‘
f(—X)= 2 = 2 == 2 :—f(X), 7 :_4“ :
(-x)*-4 x*-4 x*-4 // 'l
also Punktsymmetrie. /\:_ ol
Nullstelle: x, =0 dreifach.
x--Achse
o . 4x
Polynomdivision mit Rest: f(x) =X +—; 2
X —
Verhalten im Unendlichen:
+oo fir X—+
lim f(x)= lim £ = fim [x+ X =% " *
X[ [x|>ee |x|e0 X°—4 -0 fir x—> -
—0
Schiefe Asymptote: k(x) = x
Beispiel 19
Graph von f
F(X) = — D=IR\{-1 1} 19
x“ -1 1 '
ot
Senkrechte Asymptoten: x, =-1; x, =1, @ ' :
2 ) !
Q T T
Symmetrienachweis: T 7= . 1 2 3 4
' ]
] ]
(-x)? -x3 x3 ; :
f(—x)= = =— =—f(x), '
(=) (-x)*-4 x*-4 x*-4 09 ’ E
also Punktsymmetrie. '
Waagrechte Asymptote: x--Achse

Nullstelle: x, =0 einfach.
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Verkettung ganzrationaler Funktionen

2 Differentiation rationaler Funktionen

Im Folgenden werden die Ableitungen von Produkt, Quotient und Verkettung ganzrationaler
Funktionen mithilfe des Differentialquotienten hergeleitet.

2.1 Ableitung nach der Potenzregel

Der Differentialquotient | lim Ay = lim {M} =lim [w} =f'(x)

X — X0 h—0

als Hilfsmittel zur Bestimmung der Ableitung von Funktionen ist aus dem Kapitel Ableitung
ganzrationaler Funktionen bekannt.

Es gilt: Potenzfunktion: f(x)=x"; Ableitung der Potenzfunktion: f'(x)=n-x""

Bemerkung

Dies kann Uber den Differentialquotienten mithilfe des binomischen Lehrsatzes hergeleitet
werden.

Die Regel gilt auch fir reine Potenzfunktionen mit negativem Exponenten:

Im Folgenden werden die Ableitungen einiger Spezialfalle mithilfe des Differentialquotienten
hergeleitet.

Beispiel 1

Funktionsterm: f,(x)= 1
X

1 1 X—X-h

_ T h)- _ _
Differenzenquotient: Ay _Hx+h=H() _x+h x (x+h)-x h 1
X

h h h  h-(x+h)-x_(x+h)-x

Differentialquotient: lim AY jim|—1 =_—1=f1 '(x)
x>0 A h-0 (X+h)‘X

Beispiel 2
Funktionsterm: f,(x)= iz
X

Differenzenquotient:

11 X -(x+h)®
Ay _f(x+h)-f(x) (x+h)" X* (x+h)’ x> x2-x*—2xh-h’ —(2x+h)
Ax h B h B h  h-(x+h?-x*  (x+h)?-x?
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Verkettung ganzrationaler Funktionen

—(2x+h -
Differentialquotient: lim ﬂ: lim (;;)2 _ 2 =f,'(x)
Ax—>0 AX  h—x0 (X + h) - X

2.2 Ableitung nach der Produktregel

Gegeben ist die Funktion f als Produkt der differenzierbaren Funktion u und v:
f(x)=u(x)- v(x)

Im Folgenden wird die Ableitung von f Uber den Differentialquotienten hergeleitet.

Ansatz Differenzenquotient:

Ay _ f(x+h)=f(x) _u(x+h)-v(x+h)—u(x)-v(x)
AX h - h

Subtrahieren und addieren des Terms u(x)- v(x +h) im Zahler:

Ay _ u(x+h)-v(x+h)—u(x)-v(x+h)+u(x) - v(x+h)—u(x)-v(x)
AX h

Zerlegung des Bruchterms in zwei Briche:

Ay _ [u(x+h)‘v(x +h)—u(x)-v(x+h) u(x)-v(x+ h)—u(x)-v(x)}
AX h h

Ausklammern von Faktoren:

Ay _ [w.v(x +h)+u(x)- v(x +h)_V(X)}
AX h h

Grenzibergang zum Differentialquotienten:

[u(x+h)—u(x) ‘v(x+h)—v(x)}
h h

tim &Y — jim

Jim S = im -V(X+h)+u(x)

Nach den Grenzwertregeln kann man alle Grenzwerte separat ausrechnen:

£1(x) = lim u(x +h)—u(x) v(x+h)-v(x)

h—0 h h—0

Jdimv(x+h)+limu(x)-lim
h—0 h—0

u'(x) v(x) u(x) v'(x)

Nach dem Grenziibergang folgt die Produktregel:

d

—f(x)=f'(x) =u'(x)- v(x)+u(x)-v'(x)
dx
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Beispiel 1
f(x)=(2x—-5)-(x* +4x + 3)

f'(X)=2-(X* +4x+3)+(2x-5)-(2x+4)=2x* +8x+6+4x* +8x-10x-20
=6x*+6x-14

Probe: Ableitung der ausmultiplizierten Funktionsgleichung

f(x)=2x* +8x? +6x-5x* -20x-15=2x*+3x* -14x-15
f'(x)=6x*>+6x-14

Beispiel 2

f(X)=(x* —4x+3) =(x* —4x+3)-(x¥* —4x+3)

f'(X)=(2x—-4)-(xX* =4x+3)+(x* -4x+3)-(2x-4)
=2x°—-8x*+6x—-4x*+16x-12+2x> —-8x>+6x—-4x*> +16x-12
=4x%-24x% +44x-24

Probe: Ableitung des ausmultiplizierten Funktionsterms

f(X)=(X* —4x+3) =x* -8x> +6x* -24x+16x* +9=x* —8x> +22x* -24x +9

f'(x)=4x®-24x*+44x-24

21



mathphys-online

Ableitung von Produkt, Quotient und
Verkettung ganzrationaler Funktionen
2.3 Ableitung nach der Quotientenregel

Gegeben ist der Quotient zweier differenzierbarer Funktionen u und v:

o) " v(x)#0 (1)

Umformung des Quotienten in ein Produkt:

f(x)- v(x)=u(x)

Bildung der Ableitung nach der Produktregel:
f'(x)-v(x)+f(x)-v'(x)=u'(x)

Auflésen nach £'(x): £'(x)= %) _gx). LX) (9
v(X) v(X)

. . ey U'(Xx) u(x) v'(x)

Einsetzen (1)in (2) f'(x)= ) V) V)

Zusammenfassen zu einem Bruchterm:

f'(x)= if(x) _u "(x)- v(x)— ugx) v'(X)
dx (V(x))

Beispiel1
2

f1(x):4x+—31x_2; D=IR\ {1}
X_

f1'(x):(8x+3)-(x—1)—(42x2 +3x-2)-1 _ 4% -8x-1
(x-=1)

(x -1y
Beispiel 2

_2xP+ X

L(x)="5—" D=IR\{-1;1)

) (4x+1)'(x2—1)—(2x2+x)-2x 453 —A4x+x2—1-4x3 —2x2
2 \X)= =

(x2 —1)2 (x2 —1)2

X2 —4x-1

=

22
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2.4 Ableitung nach der Kettenregel

2.4.1 Verknupfung von Funktionen
Gegeben sind die Funktionen u(x)= x> und v(x)=x+1.

Sie kénnen nun miteinander verknupft (verkettet) werden:
uov =u(Vv(x))=(x+ 1)2 (Sprich u Ringel v, u kommt nach v)

vou=V(u(x))=x*+1 (Sprich v Ringel u, v kommt nach u)

2.4.2 Die Ableitung von verketteten Funktionen

y = f(x) =u(v(x)) mit der auleren Funktion u(v) und der inneren Funktion v(x).

Beide Funktionen u und v seien differenzierbar, z. B. v(x) an der Stelle xo und analog u(v) an
der Stelle v, = v(X,).

Ansatz Differenzenquotient:

Ay _f(x+h)-f(x) u(v(x+h))—u(v(x))

AX h h

v(x+h)—-v(x)

Multiplizieren mit
V(X +h)—v(x)

Ay _ u(v(x+h))—u(v(x)) v(x+h)-v(x)

AX h V(X +h)—v(x)
Umordnen:

Ay _u(v(x+h))-u(v(x)) v(x+h)-v(x)
AX V(X +h)—v(x) h

Differentialquotient:

f'(x) = |im{

h—0

u(v(x+h))—u(v(x)) V(x+h)-v(x)
V(X +h)—v(x) h

Anwendung der Grenzwertregel fir ein Produkt:

F) = |:U(V(X +h)) _U(V(X))} ' Iim[v(x + h)—v(x)}
h—0 h

V(X +h)—v(x)

Interpretation der Grenzwerte:
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Der 1. Faktor: lim
h>0|  v(x+h)-v(x)

‘u(v(X+h)_”(V(X))}: im [U(v(x+h)—u(v(x))}:uv(v(x))
(x+h)-v(x)—0

V(X +h)—v(x)

Der 2. Faktor: ,L'”g

v(x + Ah) = v(x)

- }:v'(x)

£1(x) = [u(v(x)] =
dx

du(v) dv(x)

gy gy S V) =u'(v))- v(x)

Verwendet man die Differentialschreibweise von Leibniz fir die jeweiligen Ableitungen, wird
die Darstellung der Kettenregel sehr pragnant:

f'(x) = -2

du_du dv

auRRere Ableitung mal innere Ableitung

dx dv dx

Beispiel 1
Funktionsterm: f(x)=(3x*+2x+1)°;
Ableitungsfunktion:  f,'(x)=5-(3x*> +2x+1)* - (6x +2)
Beispiel 2
Funktionsterm: fz(x):%:(Bx2 +2x+1°; D=IR

(Bx“+2x+1)

- -5.(6x+2
Ableitungsfunktion:  f,'(x)=-5-(3x* +2x +1) . (6x+2)= %
(Bx°+2x+1)

Beispiel 3
Funktionsterm: f3(x)=2X—_52; D=IR\ {1}

(x=1)

2

Ableitungsfunktion: 1, (x) = 2-(x=1)"—-(2x-5)-2-(x—1) _ 2x-2-4x+10 -2x+8

(x—1)* (x-1°  (x=1
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3 Integration einfacher gebrochenrationaler Funktionen

Funktionstyp 1

Gegeben ist die Funktion f(x) = in =x" mit xelR\{0}; neIN\{1};
X

Stammfunktion:
F(x)=_[x‘"dx= L mipko—t e oL 1_1+K
-n+1 -n+1 n-1 x"
Funktionstyp 2
Gegeben ist die Funktion f(x)=;n=(ax+b)fn mit XeIR\{—E}; nelN\{1}.
(ax+b) a
Stammfunktion:
n 1 1 1 1 -1)
F(x)=|(ax+b) dx= —-(ax+b +K = —-(ax+b +K
) -[( ) —n+1a( ) —n+1a( )
I O S S
n-1a (ax+b)
Beispiel 1
f()=———=(2x+1)° mit xelR\{-0,5}.
(2x+1)
Stammfunktion:
F.(x) = j x=[(2x+1)"d L Loaxsyek=t 1 4k
2x+1) —>+12 8 (2x+1)
Beispiel 2
-5
fz(x)z%z(éwrlj mit x IR\ {-2}.
1 2
(x+1}
2
Stammfunktion:
-5 —-5+1
F,(x)= _[ dx = _[ =x+1| dx= ! 2 1x+1 +K=_—1';+K
-5+1 2

(ij
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Funktionstyp 3
Gegeben ist die Funktion f(x) _1 X mit xelR\{0}, neIN\{1}.
X

Stammfunktion:
1
F(x) = _f;dx =In(|x|)+K

Funktionstyp 4

Gegeben ist die Funktion f(x) =

mit X€|R\{—E}, nelN\{1}.
a

ax+b
Stammfunktion:
1 1
F(x) = dx==:In(|ax+b|)+K
&) J-ax+b a (| |)
Beispiel 3

1 .
f.(xX)=——— mit xelR\{-0,5}.
=511 =IR\{-05}

Stammfunktion:

1

I:1“()():j2x+1

1
dx=E-In(|2x+1|)+K

Beispiel 4

1
()=
—x+1
2

mit x eIR\{-2}.

Stammfunktion:

dx=2-|n[

1x+1
2

Jox
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Funktionstyp 5
2
Gegeben ist die Funktion f(x)= %X "PX¥C _ay b4 S mit xcIR\{0}, neIN\{1].
X X

Stammfunktion:

2
F(x)='f(ax+b+§jdx=ax?+bx+c-In(|x|)+K

Beispiel 5
2
f )= 223243 mit xelR\{0].
X X
Stammfunktion:

F4(x)=I[4x+2+§jdx=4-X?2+2x+3-ln(|x|)+K

Funktionstyp 6

2
Gegeben ist die Funktion f(x)=wza+9+i mit XEIR\{O}, nelN\{1}.

NG X X2

Stammfunktion:

F(X)=I(a+g+%jdx=ax+b-ln(|x|)_§+K

Beispiel 6
2
)= r2XH3_ 4 2.3 mitxelR\{0).
X X X
Stammfunktion:

Fe(X)=J(4+§+%jdx=4x+2-ln(|x|)_§+K
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Funktionstyp 7

2

Gegeben ist die Funktion f(x):axJr—bi(ﬂ::a+b+ax+iﬁC mit x IR\ {1},
X — X —

nelN\{1}.

Stammfunktion:

2
F(x)='f(a+b+ax+itcjdx=(a+b)x+a-x?+(a+b+c)-ln(|x—1|)+K
Beispiel 7

2
f(x)= 2 E2XH8 gy 642 mit xelR\{1).
x-1 x-1
Stammfunktion:

F7(X)=_[(4x+6+xi_ljdx=2x2+6x+9-|n(|x—1|)+K

Beispiel 8

2
fs(X)ZMZZX-‘FZ-I—
2x-1 2x-1

mit x eIR\{-0,5}.

Stammfunktion:

Fg(X)=I(2x+2+2 > de:xz+2x+g-|n(|2x—l|)+K

Beispiel 9
2
f= X F2XH3 gy 004 mit x €IR\{2]} .
1 1
—x-1 —x-1
2 2
Stammfunktion:

F(0)=[| 8x+20+

1x—1
2

1

dx=4x2+20x+464n[
—x-1
2

J
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Funktionstyp 8

Gegeben ist die Funktion f(x) =# mit v(x)=0.
V(X
Stammfunktion:
F(x):j"'(x)dx=|n(|v(x)|)+K
v(x)
Beispiel 10
2X+2 .
f,(X)=————— mit xelR\{-11.
(%) x*+2x+1 R\{-1}
Stammfunktion: F (x):j _2x+2 dx:ln(‘x2 +2x+1‘ )+K
10 x2+2x+1

Beispiel 11

X+1 1 2X+2
f.(X)=

5 == — mit x IR\ {-1}.
X +2x+1 2 x“+2x+1

1. 2X+2

Stammfunktion: Fy,(x) = | (E o
X2 42X+

de=%-ln(‘x2+2x+1‘)+K

Flo(x):.f[xzz:(TJ;il]dxﬂn(‘xz +2x+1‘)+K
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