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Integralrechnung

1 Integration ganzrationaler Funktionen

1.1 Die Flachenmalfzahlfunktion

Beispiele: Bestimmung von elementaren Flacheninhalten

Rechtecksflache Funktionsterm: f(x)=2;

: Rechtecksflache = Lange - Breite
o 4 Flachenberechnung: A, =5-f(5)=5-2=10FE
3
i(i 3T FlachenmaRzahl: 10
: Obere Grenze beliebig: 5 = x
! Flachenmalzahlfunktion:

A(X)=x-f(X)=x-2=2x; A;'(X)=2="1(x)

x-Achse
Dreiecksflache Funktionsterm: f,(x) = %x ;

6r

5t Dreiecksflache = 0,5 - Grundlinie - Hohe

pn Flachenberechnung:
(]
§ at A,=05-5-f(5)=0,5-5-25=6,25 FE
> of Flachenmaflzahl: 6,25

1+ Obere Grenze beliebig: 5= x; h2f,(x) = %x

— Flachenmaf3zahlfunktion:

1 1 1 1 1
] AX)==x-=x==x* A,'(X)==-2Xx==X;
x-Achse 2(X) 275 4 2 '(X) 4 2
Trapezflache Funktionsterm: f,(x) = %x +2
6r
5t Trapezflache = Rechtecksflache + Dreiecksflache
o A Flachenberechnung: A, = A, + A, =16,25 FE
(2]
S 3t FlachenmaRzahl: 16,5 FE
>
2 FlachenmafBzahlfunktion:
11 1., ., 1 )
A3(x)=2x+zx ;A (x)=2+5x=f3(x),
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Ergebnis

Alle Flachenmaf3zahlen der Flachen unterhalb der Graphen im Intervall [O; x] héngen ein-

deutig von der oberen Intervallgrenze ab: Flachenmalf3zahlfunktion A,(X).

Mithilfe der Flachenmaf3zahlfunktion kdnnen nun auch Flachen im Intervall [xumen; X oben ]

berechnet werden.

Beispiele: Verschiebung der unteren Grenze

Untere Flache Obere Flache Flache
6T | 6T | 6T | |
Xuhten Xoben Xuhten ~ Xoben
5T | 5 | 5T | |
o 4T | o 4T | o 4T | |
2.0 2l | 2 .0 |
g 7 | g 7 | g 7 | |
> | > | > A | |
Z ] V4 | V4 I |
& | 1 | i S |
01 I2 3 I4 5 6 01 2 3 I4 I5 6 0 Il I2 I3 4 I5 I6
x-Achse Xx-Achse x-Achse
Al(xumen) = A1(2) Al(xoben) = A1(5) AR(X) = Al(xoben) - Al(xumen)
=2-2-2-0=4 =2-5-2-0=10 =2-5-2-2=6
Schreibweise: Ag(X) = A (Xypen) = Ay (Xypien) = [2X] " =2-5-2.2=6
Untere Flache Obere Flache Flache
6T | 6T | 6T | |
Xuhten Xoben Xuhten ~ Xoben
i | 5 | ol | |
o 4T : o 4T : o 4T : :
A 2 0 | 2 .l :
%’ 3] | é.? 3 | <<IJ 3 | |
> ot 1 > o 1 > ot 1 1
g it | A |
0 Il I2 |3 I4 I5 |6 0 Il I2 I3 I4 I5 I6 0 Il |2 I3 I4 I5 I6
x-Achse x-Achse x-Achse
AZ(Xunten) = A2 (2) AZ(Xoben) = A2(5) AT (X) = A3 (Xoben) - A3 (Xunten)
1 1 1 1 1
==.22_=-.0=1 :—-52:6,25 ==.52_=.22
4 4 4 4 4
=6,25-1=5,25

Schreibweise: A;(X)=A,(Xopen) = A (Xinten) = {% XZ}

Xoben

Xunten

1

4

-52—%-22 =5,25
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Untere Flache Obere Flache Flache
6T |
Xuhten
5+
o 4T : o )
2 ‘ 2 2
< I g <
11 l
0I1I2I3I4I5I6 01 2 3 4 5 6 _0123456
Xx-Achse X-Achse x-Achse
A2(Xunten) = A2(2) A2(Xoben) = Az (5) AT (X) = As (Xoben) - AB(Xunten)
=16,25-5=1125
:2-2+%-22—0:5 :2-5+%-52216,25 L

Schreibweise:
AL (X) = As(Xgpen) — As(Xynen) {ZX +%x2} :(2~5+%-52J—(2-2+%-22J =16,25-5=1125

Man sagt:
Flacheninhalt des Flachenstiicks unterhalb des Graphen Gy im Intervall [1;5].

Es qilt:
Gegeben sei eine auf [a; b] definierte stetige Funktion f mit f(x) > 0. Dann existiert eine auf

[a; b] differenzierbare Flachenmalfizahlenfunktion A(x) mit der Eigenschaft

A0 =109
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1.2 Die Stammfunktion

Definition

Jede im Intervall [ a; b ] differenzierbare Funktion F mit der Eigenschaft

F'(x) = f(x) heiRlt Stammfunktion der Funktion fin [a;b].

Satz
(1) Ist F Stammfunktion von f auf [a; b], so heil3t f integrierbar in diesem Intervall.

(2) Ist die Funktion F(x) Stammfunktion von f auf [a;b], so ist auch die
Funktion G(x) =F(x)+k A k elR eine Stammfunktion, denn G'(x) =F'(x) = f(x).

Bezeichnungen

Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f wird mit

[f(x) dx bezeichnet.
Man nennt Jf(x) dx das unbestimmte Integral von f.
j Integralzeichen, abgeleitet von X
f(x):  Integrandenfunktion
X: Integrationsvariable
Satz

Potenzfunktionen vom Typ f(x) =x" sowie ganzrationale Funktionen besitzen Stamm-
funktionen.

fx)=x" A nz-1 = FX)= r%rlx”” (vgl. Merkhilfe Seite 7)

Integrationsregeln fiir unbestimmte Integrale

(1) Ein konstanter Faktor kann vor das Integral gezogen werden
[e-f(x)dx=c-[f(x)dx fur alle c eIR

(2) Das unbestimmte Integral einer Summe von Funktionen ist gleich der Summe der
unbestimmten Integrale der Funktionen.

j (f(x) £ g(x))dx = j f(x)dx + j g(x)dx

(3) Alle Stammfunktionen einer Funktion f unterscheiden sich nur durch eine additive
Konstante.

J'f(x)dx:F(x)Jr k A kelR
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Beispiele

Bilden Sie jeweils die Menge der Stammfunktionen und zeichnen Sie einige Graphen.

a) f(x) =2x> - 6x* + 4;
b) f,(X)=3x* — x — 4;

L6sung von a)

Fl(X)ZI(ZXS—GXZ+4)dx=2-J‘x3 dX—6'IX2dX+4-I1dX

x* x° 1
=2- 7+kl -6- ?+k2 +4-(x+k3)=5x4—2x3+4x+k

Lésung von b)
Fz(x):.[(Bx2 —x-4)dx =x° _lxz _4x+k
2

Graphen von F1 Graphen von F2
-
4
% 3 I t |
g 5 2 12 5 V )
< <
> > i
—6r
-8
x-Achse x-Achse
—— k=2 —— k=2
— k=1 —k=1
—k=0 ——k=0
——k=-1 ——k=-1
k=-2 k=-2
—k=-3 —k=-3
Aufgabe
Welche Stammfunktion F; der Funktion f; hat die angegebene Eigenschaft?
a) f(x)=3x*-4x+1; Ge lauft durch den Punkt A(1/2). [k,=2]

b) f,(x)=8x> —6x* +6x; Ge hat im Tiefpunkt die waagrechte Tangente y=-2. [k, =—-2]

c) f,(x)=-3x* -3x+18; Ge hat im Hochpunkt die waagrechte Tangente y =11. [ k, =-11]

d) f,(x)=6x>+12x -3 ; G¢ hat die Wendetangente t,, (X)=-9x-5.

[k,=-3]
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Lésung zu a)

Stammfunktion: F(x) = _[(3 x* —4x+1) dx=x* - 2x* + X +k

Bedingung einsetzen: AcG, = F(1)=2 = -2 +1+k=2 = k=2

Ldsung zu b)
Stammfunktion: F,(x)= J.(Sx3 -6x*+ 6x) dx=2x* -2x® +3x+k
Extremstelle: F,'(X)=0 < f,(x)=0

Nullstellenbedingung: 8x® —-6x*+6x=0 < 2x-(4x2—3x+3)=0

+(-3)* -4-4- : :
X,=0 v 4x*-3x+3=0 = x2,3=3 (32)44 4-3 keine weitere Lésung

Tiefpunkt (0/-2) einsetzen: F,(0)=-2 = k=-2

Lésung zu c)
Stammfunktion: F(x)= j(—3x2 -3X +18) dx =-x° —gxz +18x+k

Extremstelle: F'xX)=0 < f,(x)=0

Nullstellenbedingung:
—3x°-3x+18=0 < -3:(x*+x-6)=0 < -3:(x+3):(x-2)=0 < x,=-3;x,=2

Art der Extremalstelle: F,'(x) =f,'(x)=-6x-3;
F '(—3):—6(—3)—3:15 >0 = Tiefpunkt
F'(2)=-6-2-3=-15 >0 = Hochpunkt

Hochpunkt (2/11) einsetzen: F,(2)=11 = —23—%-22+18-2+k=11 = k=-11

Lésung zu d)

Stammfunktion: F,(x) = I(G x* +12x -3) dx =2x> + 6x* ~3x +k

Wendestelle: F,"X)=0 < f,'X)=0 < 12x+12=0 < x, =-1
da Nullstelle mit VZW.

Wendepunkt liegt auf der Wendetangente: y,, =t (-1)=-9- (—1) -5=4;

Wendepunkt (—1/4) einsetzen:
F(-D)=4 = 2.(-1°+6-(-1)°-3-(-)+k=4 = k=-3
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2 Flachenberechnungen
2.1 Flache zwischen Graph der Funktion f und der x-Achse

Satz

Ist F Stammfunktion von f mit f(x) >0 auf [a; b], so lasst sich die Flachenmal3zahl A der
Flache zwischen der x-Achse und dem Graphen von f im Intervall [a; b] durch

A =F(b)-F(a)
bestimmen. Es wird eine bestimmte Integration durchgefihrt.

b
Schreibweise: A= jf(x) dx = [F(x)]2 =F(b) - F(a) vgl. Merkhilfe

Sprechweise

Flache mit dem Flacheninhalt A unter dem Graphen von f =
Integral der Funktion f zwischen den Grenzen aund b =
obere Grenze minus untere Grenze

Beispiel 1
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) :%x2 +1, xe[0; +o].

Der Graph von f, die x-Achse und die Geraden x =2 und x =5 schlie3en ein Flachenstiick
ein. Gesucht ist der Flacheninhalt der Flache A.

Flache unter dem Graphen von f Flache:
i 1 . Xoben 5
Yubten Xopen A= [ 1) dx= (% X2 +1j dx
. . ) )

unten

Bestimmung der Stammfunktion und Einsetzen
der Grenzen:

3 5
A= i-X—+x = §+5 - £+2 :@
10 3 ) 6 30 10
, ! Der Flacheninhalt wird in Flacheneinheiten (FE)
| ; : : ! | angegeben.

yv-Arhse

¥-Achse
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Beispiel 2
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —x® +4x=-x-(x+2)-(x-2), xelR.

Der Graph von f und die x-Achse schlieRen ein Flachenstlick ein.
Gesucht ist der Flacheninhalt der Flache A.

Flache zwischen Graph von f und x-Achse Stammfunktion:
¢.
F(x):—%x4 +2x° +k;
3-- . .
Teilflache 1 im Intervall [ 0; 2| und
o f(x)>0:
2
4 A A, = (-5 +4x) dx=F(2) - F(0)
o i 1
S ' - . | =—=.2"4+2.22=-4+8=4FE
T -3 0 1 3 4
=
A, [t Teilflache 1 im Intervall [ -2; 0] und
ef f(x)<0:
— 21 0
A% = [(-x° +4x) dx=F(0)-F(-2)
- 2 1
=0—[——-2“ +2~22J=4—8:—4
4
—a4
¥-Achse

Wegen der Punksymmetrie von G; missen die Flachenmafizahlen der beiden Teilflachen
gleich sein:

A=A, = Azz‘Az* —AFE

Ergebnis

Bei Flachen, die unterhalb der x-Achse liegen, ist der Wert der Integration negativ. Deshalb
wird der Betrag des Integrals verwendet.
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Beispiel 3
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =%-(x3 —7x? +36) :%-(x+2)-(x—3)-(x—6), xelR.

Gesucht ist der Flacheninhalt der Flache, den der Graph von f mit der x-Achse einschliel3t.

Der Graph von f und die x-Achse
schlielRen mehrere Flachenstiicke ein,
die oberhalb und unterhalb der x-Achse
liegen.

G Der Flacheninhalt der Gesamtflache
wird als Summe der Flacheninhalte der
Teilflachen berechnet.

Ages =A +A,

Flache zwischen Graph von f und x-Achse

3

[ £(x) dx

-2

v-Arhse
=

A +

ges —

jf(x) dx

- Az Stammfunktion:

4 3
F(x):l X _TX
6 | 4 3

+36xj+k

¥-Achse

72

Flacheninhalt 1. Teilflache: A, =| F(3)-F(-2) | = ﬂ_(_ﬁj ‘: —

1375 | 1375
8 9

Flacheninhalt 2. Teilflache: A, =| F(6) - F(3) |:‘ 6—(gj ‘:‘ 393

8 8 8

1375 39 863 _

Flacheninhalt Gesamtflache: A . =A, + A, +—=—7~24
o 72 8 36

Merke

Der Flacheninhalt der Gesamtflache zwischen dem Graph von f und der x-Achse ist die
Summe der Flacheninhalte der Einzelflachen, die sich jeweils zwischen zwei benachbarten
Nullstellen x4, X», .... mit Vorzeichenwechsel bilden lassen.

X3

j f(x)dx

X1

X3

j f(x)dx

X2

Xq

j f(x)dx

X3

Xn

j f(x)dx

Xp-1

X1

j f(x)dx

X

n

A + + +...+

ges =

i=1
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Integrationsregeln fiir bestimmte Integrale

b b
(1) Faktorregel: [e-f(q) dx =c- [f(x) dx
?) ) b b
(2) Summenregel: j (F(x) £ g(x)) dx = j f(x) dx + j g(x) dx
c b c
(3) Intervalladditivitat: j f(x) dx = j f(x) dx + j f(x) dx
a a b

b a
(4) Vertauschung der Integrationsgrenzen: '[f(x) dx = —‘[f(x) dx
a b

2.2 Flache zwischen den Graphen zweier Funktionen

Beispiel 4
Gegeben sind die Funktionen f und g mit f(x)=-x*+6x-3 und g(x)=x*-4x+5, x<IR.

Die Graphen von f und g schliel3en ein Flachenstlick ein.
Gesucht ist der Flacheninhalt der Flache A;.

Flache zwischen den Graphen Bestimmung der Schnittstellen:
N frg < f()=9()
%- ~X*+6Xx-3=%x"-4x+5
7 In die Nullform bringen: f(x)-g(x)=0
4 2
@ -2x°+10x-8=0
= 3
I Losungen bestimmen:
2..
~10%,10°-4-(-2)-(-8) _10+6
| X = =
H 12 2‘(_2) _a
-1 X1=_10+6=1? Xz=_10_6=4?
-t -4 -4

¥-Achse

Im Folgenden werden die einzelnen Flachen unter den Graphen von f und von g Gber dem
Intervall [1; 4] durch Integration bestimmt. Die untere Grenze ist die Schnittstelle x,

die obere Grenze die Schnittstelle x, mit X, <X,

10
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Flache unter dem Graphen von f Flache unter dem Graphen von g
}. ' f r 1 1
xuilmsn x::vlben ',L} Xuhten xub?lln
' 1 if
] : JJGEI
. ) ¢"~1 : /i
2 2 : £
% < T A /|
= = 1 1
o 3 i
E.\ j" 1
H [ Aﬂ |
-4 o 1 2 3 4 5 6
-t
¥-Achse ¥-Achse
4 4 4 4
A, =If(x) dx =J‘(—x2 +6x—3) dx A, =_|'g(x) dx:J‘(x2 —4x+5) dx
1 1 1 1
3 4 3 4
| X 352 _3% —| X _ox?45x
3 1 3 1
3 3 3 3
= —4—+3-42—3-4 - —1—+3-12—3'1 = 4——2-42+5~4 - 1——2-12+5-1
3 3 3 3
=15 =6

Differenz aus den Flacheninhalten der Teilflachen: A, =A; -A;=15-6=9

Flache unter der Differenzfunktion Differenzfunktion:
}' ' '
Xybten ¥ohen k(X) = f(X) - g(X)
/I E :(—x2+6x—3)—(x2—4x+5)
=-2x*+10x -8
® Flacheninhalt unter dem Graphen von D:
-E: 4 4
I A, = I(f(x) ~g(x)) dx = j(—2x2 +10x -8) dx
1 1
— 3 4
-2 sy —SX}
L 1
3 3
|24 s _ga|-[-2L 52 g1
3 3
¥-Achse = 16, (11 :zzg FE
3 3 3

11
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Ergebnis
Flachenberechnung: A= If(x) dx — Ig(x)dx = j(f(x)—g(x))dx

Xy Xy X1

Merke
Die Flache zwischen den Graphen zweier stetiger Funktionen f und g mit gleicher Definiti-
onsmenge entspricht der Differenz der Flachen zwischen dem jeweiligen Graphen und der
x-Achse. Die x-Werte der Schnittpunkte sind dabei die Integrationsgrenzen.

Um unabhéangig von der Reihenfolge der Differenzbildung zu werden, wird zur Berechnung
der Flacheninhalte der Betrag verwendet:

[ (f09-g0x)) dx

X

Xa

[ (900 = 1(x))dx

X

A=

Beispiel 5
Gegeben sind die Funktionen f und g mit f(x)=—-x*+6x—-5 und g(x)=x*-4x+3, x<IR.

Die Graphen von f und g schlie3en ein Flachenstlick ein.
Gesucht ist der Flacheninhalt der Flache A;.

Flache zwischen den Graphen Verschobene Graphen
}' 1 1 |}' 1 [
II| Xuhten Xohen ! Xubten x:}bsl{n
Vo -/ Gy \q s |
Lt 5
. H‘{' , A
'E: =5 % af \ .
T < '
= I
e )
i 1
] , - ; ,
-1 -1 U/ 12 3 4 5 \ B
_— -t
¥-Achse ¥-Achse

Die Flache zwischen den Graphen f und g bleibt gleich, wenn man beide Graphen z. B. um
2 LE nach oben verschiebt. Die Differenzfunktion ist in beiden Fallen identisch. Das heil3t:
Die Flacheninhalte der Flachen A; und A, stimmen Uberein. A, = A,

Differenzfunktion:
K(x) = f(x) = 9(x) =(—x* +6Xx—5) - (X’ ~4x +3)=-2x* +10x -8

Die Differenzfunktion stimmt mit der Differenzfunktion aus Beispiel 4 Uberein.
Flacheninhalt: A, =A, =9

12
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Beispiel 6

Gegeben sind die Funktionen f und g mit f(x) :%x?’ —x?+5 und g(x) = —%x3 +x% =X +§,

x e IR . Die Graphen von f und g schliel3en ein Flachensttick ein.
Gesucht ist der Flacheninhalt der Flache Ages = A; +A,.

w-Achse

Flache zwischen den Graphen von fund g
Q_.

Haben die beiden Graphen von f und
g mehr als zwei Schnittpunkte, so hat
die Differenzfunktion k(x) = f(x) —g(x)
mehr als zwei Nullstellen.

Das bedeutet:

Das Vorzeichen der Differenz-
funktion wechselt standig, da einmal
der Graph von f tber dem Graph von g
liegt und im nachsten Intervall liegt
umgekehrt der Graph von g Gber dem
Graph von f.

T{\j
—'3-"{2—'1110'1 2 3 4 5 & 7

¥-Achse

Bestimmung der Schnittstellen:
2 1 5
frgf(x)=g(x) & =x>-x*+5=-xX*+x"—x+=
of(x) =9(x) 9 5 3
In die Nullform bringen:
f(x)-g(x)=0 < %x3 —2x? +x+%=0

Ldsungen der Gleichung 3. Grades bestimmen:

Durch Raten: x, =2

Polynomdivision ohne Rest liefert: p(x) = %(x2 ~4x-5);

Losungen von p(x)=0: x, =-1; X; =5

Bestimmung der Flachenmaf3zahlen:

2

j (f(x) - g(x)) dx

-1

Ages:Al+A2: +

[ (160 - g(x)) dx

Differenzfunktion:

k) =f(x)-gx) k(X)=%X3—2x2+x+%

13
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Stammfunktion:

4 3 2
K(x):jk(x) dx:J. lx3—2x2+x+E dx=x__2x +X—+Ex+c
3 3 12 3 2 3

Flacheninhalt 1. Teilflache:

4 3 2 2
A, = {x 2X X 10x}
-1

12 3 2 3

[24 2.2° +2_2+10-2j_[(—1)4 2 (Y +10-(—1)j ‘

12 3 2 3 12 3 2 3

_ () (29| | 27|27
3 12 4
Flacheninhalt 2. Teilflache:

{x“_Zx?’ X2 1Ox}5
2

12 3 2 3

2 =

2 3 2 3

| (5" _2:5° 5 10.5) (2* 2.2° 2° 10.2
12 3 2 3

(.25 14y | 27 |_27

U12) (3)| | 4] a4
Flacheninhalt der gesamten Flache:
A=A +A, =£+2—7=£

g 4 4 2
Merke

Der Flacheninhalt der Gesamtflache zwischen dem Graph von f und dem Graph von g ist die
Summe der Flacheninhalte der Einzelflachen, die sich jeweils zwischen zwei benachbarten
Schnittstellen x4, X», .... bilden lassen.

X3

[ (F09—g0x)) dx

X1

i=1

X3

[ (F09-g0x)) dx

X2

Xp

[ (F()-g(x))dx

Xn-1

A + +...+

ges

Xis1

(f)-g(x))d

X

14
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3 Stammfunktionen gebrochenrationaler Funktionen

Funktionstyp 1
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =(ax +b)", wobei n>0, acIR\{0}..

1
n+1

n+l

Dann gilt fur die Stammfunktion: F(x) = +k

sull—\

-(ax+b)

Beispiel 1

a) f(x)=(2x+5)’, F(x):% % (2x+5)° +k=% % (2x+5)° +k

5 6 6
b) f(x)= 1x+5 ,F(x):l-Z- lx+5 +k=1- lx+5 +k
2 6 2 312
Funktionstyp 2
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =;n = (ax + b)fn :

(ax+b)
wobei x IR\ {0}, ncIN\ {1}, acIR\ {0}.

Dann gilt fur die Stammfunktion:

1 1
1 (ax+b)

n+1

1
n-1

) (n-1) -1

F(x) = +k = l(ax+b +k = S 4k
a a

Beispiel 2

1 -5
f == 2 5 ]
a) f(x) Zx 57 (2x+5)

1
-5+1

5+1

F(x) = +k=

% (2x+5) % (2x+5) " +k=—"—"——+k

1.
4

15
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Funktionstyp 3

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) 21 , wobei x eIR\{0}.
X

Dann gilt fiir die Stammfunktion: F(x) =In(| x|) +k

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = , wobei xeIR\{0}, acIR\{0}.

ax+b

Dann gilt fiir die Stammfunktion: F(x) = £ In(jax+b|)+k
a

Beispiel 3
a) f(x)_— In(|2x+1|)
b) ()= L Feo= [ dx=2-ln( Ex+1J+k
1 2
—x+1 =Xx+1

Funktionstyp 4

2
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) :ax+—bx+c’ wobei x eIR\{0}.
X

Dann gilt fur die Stammfunktion:

ax? +bx+ch _[

F(x) = _[ [ax+b+ jdx a- ?2+bx+c In(|x[) +k

X

Beispiel 4

2
a) f()():4x+—2X+3 F( ) J‘wd .‘-(4x+2+ jdx 2X +2x+3|n(|x|) +k
X X

3
t 3

b) f(x )_4x +X2x+3 F(x) = J-4x +2X+3dx:j(4+ :

><|I\J

jdx 4x+2|n(|x|)—§+k

16
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Funktionstyp 5

2
Gegeben ist die Funktion f mit (x) =ax+—bi‘+c, wobei x e IR\{1}, acIR\{0}; b,c <IR.
Dann gilt fur die Stammfunktion:
ax’+bx+c a+b+c
F(x —dx= ax+(a+b)+———[dx
(=] j[ (a+b)+=—— )

2

:a-X?+(a+b)x+(a+b+c)-|n(|x—]j)+k

Beispiel 5
4% +2x+3

a) f(x) =T o1

F(x) = _f4x+—zx+3dx j(4x+6+xi_ljdx 2x2 +6x+9|n(|x ]4) +k

Funktionstyp 6

v'(X)
v(x)

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = wobei v(x) #0.

Dann gilt fur die Stammfunktion: F(x) = IV 0 gy = In(|v(x)|) +k

Beispiel 6
2X+4 2X+4
a) f(x _——————,Fx= — = dx=In(|x*+4x+1)+k
) 1) +4x+1 9 Ix2+4x+1 (‘ #)
3x+1
b) f(x) = —————,
) 100 3x?+2x-1
F(X):J‘# dx = E?X—-I‘Z :E |n(‘3x2+2X_1‘)+k
3X“+2x-1 2 3X°+2x-1 2

17
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4 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition

X
Gegeben ist eine auf dem Intervall [a ; b | stetige Funktion f. Dann hei8t J(x) = ff(t) dt

a
Integralfunktion von f mit der festen unteren Grenze a und der variablen oberen Grenze x.

Diese Funktion ordnet jedem x den Wert des bestimmten Integrals von f mit der festen unte-
ren Grenze a und der variablen oberen Grenze x zu.

T | 0T
)
6] | 6T
|
51 | 5T
] | [0}
2 4 | 2 4
< | < .l
L 3 | L 3
21 2t
11 l 11
1 —t—t+—+— e —————
01 2 3 4 5 6 7 8 01 2 3 45 6 7 8
x-Achse x-Achse
Flache F(x) Flache F(x+h)
Graph von f Graph von f

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

f sei eine auf dem Intervall [a; b] stetige Funktion. Dann ist jede Integralfunktion

Dann gilt:
(1) J7,(x) = f(x) mit einer auf dem Intervall [a; b] stetigen Funktion f.

(2) J.(x) = F(x) -F(a)

Das bedeutet:
Die Ableitung der Integralfunktion einer stetigen Integrandenfunktion ist die Integrandenfunk-

tion selbst.
Das bedeutet, dass Differentiation und Integration umgekehrte Rechenoperationen sind oder

dass sich Differentiation und Integration aufheben.

18
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Beweis

Differenzflache mit einbeschriebenem Rechteck Differenzflache mit einbeschriebenem Rechteck

T X Xq+h T X Xa+h
J o 9 o4 0 0
: I 77t(~X0+
51 ! ; 5t
[} | | ()
L I | g4
< 4l | | < .l
L 9 | | (o) L 3
|
H---- - —f{x s
1T 1—-—/
t e B t — —t—
01 2 3 45 6 7 8 01 2 3 45 6 7 8
x-Achse x-Achse
Flache F(x+h) - F(x) Flache F(x+h) - F(x)
Graph von f Graph von f
kleines Rechteck grofRes Rechteck
Es gilt:

Fur sehr kleine h-Werte ist der Flacheninhalt des kleinen Rechtecks kleiner oder gleich dem
tatsachlichen Flacheninhalt unter dem Graphen von f, dieser ist kleiner oder gleich dem Fla-
cheninhalt des grof3en Rechtecks.

Abschatzung: f(X,)-h <3, (X, +h) =3, (X,) <f(X, +h)-h

Geteilt durch h>0:  f(x,) <22 hg “9a(0) iy 4

J, (X, +h)=J.(%,)
h

Limesbetrachtung: rl]lng[ f(x,) ] < IIqmg{ } < rl]lng[ f(x, +h) ]

f(xy) < ', (%) < (%,)

Aus der Gleichheit von linker und rechter Seite folgt: J',(x,) =1f(X,)

Fir beliebiges x €[a; b] gilt: |J',(x) = f(x)

19
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Aufgabe: Gegeben sind die Funktionen f(x) = x —%xz und J(x) = If(t) dt.
0

a) Berechnen Sie die Nullstellen und den Extrempunkt von f.

b) Bestimmen Sie von F ohne Integration mit Hilfe der Aufgabe a) die Abszissenwerte der
Extrempunkte und des Wendepunktes.

¢) Berechnen Sie nun F durch Ausfiihren der Integration.
d) Berechnen Sie die Schnittpunkte der Graphen von f und J.
e) Zeichnen Sie beide Graphen in ein kartesisches Koordinatensystem fir —-1<x <11.

f) Berechnen Sie das kleinere von beiden Graphen eingeschlossene Flachenstiick.
Ldsung von a)

fx)=0 < X—%Xzzo & x-(l—%szo < x,=0; %, =6;

1 1 1 3
f'x)=1-=x: f'xX)=0 1-=x=0 Xe=3:y.=f(x.)=3-=32==
(x) 3 (x) N 3 N s Ys ( s) 6 >

Hochpunkt HP(?;/%), da der Graph von f eine nach unten gedffnete Parabel ist.

L6sung von b)

Tiefpunkt von J: x, =0;

Hochpunkt von J: X, =6;

- o omom o

Wendepunkt von F: x, =3

J(0)=0; Tiefpunkt TP(0/0)
J(6) =6 ; Hochpunkt HP(6/6)
J(3) =3; Wendepunkt WP(3/3)

Teilaufgabe d)

(0)=Ix) & x-2x=2x-2x o =x-2xix=0 o X'(ixz—gxﬁj:o
6° 2 18 18" 3 3

Losungen: x, =0; X, =6—3-\/§; x2=6+3-\/§;

20
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Teilaufgabe €)

11

y-Achse

x-Achse
Teilaufgabe f)
6-32 6-3+2
A= j (ix?’—gx2+xj dx=[ix4—gx3+1x2} =0,471
o \18 3 72 9 2
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5 Vertiefung des Integralbegriffs

Die Integralrechnung hat das Ziel, den Flacheninhalt krummlinig begrenzter Flachenstlicke
zu berechnen.

Bei der ndherungsweisen Berechung der Flachen unter Polynomfunktionen durch Ober- und
Untersummen treten Summen von Potenzen aufeinanderfolgender natirlicher Zahlen auf.

5.1 Potenzsummen
5.1.1 Die Summenformel von Gauf}

Carl Friedrich Gaul3 (Deutscher Mathematiker, 1777 bis 1855) formulierte die folgende For-

mel fiir eine Potenzsumme: » k=1+2+3+...+(n-1)+n= n(r;+1)
k=1

Der Uberlieferung nach soll GauR die Aufgabe, die ersten 100 Zahlen zu addieren, bereits in
der Grundschule gelést haben.

Gaul} uberlegte sich folgendes:

100

Zk=1+2+3+...+99+100
k=1

Gaul} schrieb die Summe auf und darunter nochmals in umgekehrter Reihenfolge:
1 2 3 3 5 ... 9 9 97 98 99 100
100 99 98 97 96 6 5 4 3 2 1

Addiert man jeweils eine Spalte, so ergibt sich immer die Summe 101, insgesamt sind es
100 Spalten.

100 100 100 101
2

2‘;k:100-101 = ;k: =5050

Verallgemeinerung:

100

Y k=1+2+43+4+5+...+(N-3)+(N-2)+(n-1)+n
k=1

100

Yk=n+(n-)+(MN-2)+(N-3)+...+5+4+3+2+1
k=1

Ohne Verknipfungszeichen:
1 2 3 3 5 .. n-5 n-4 n-3 n-2 n-1 n
n n-1 n-2 n-3 n-4 6 5 4 3 2 1

Addiert man jeweils eine Spalte, so ergibt sich immer die Summe (n+1), insgesamt sind es
n Spalten.

2-2k=n-(n+1) = Zk n-(n+1) genannt der kleine Gaul3

n
k=1 k=1 2
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Beweis durch Induktion

l .
Vors.: Sei n=1: Dannist » k=1= 1(12+1) richtig.
k=1
. o R n-n+l) .. . .. .. . 3
Induktionsannahme: Sei n>1: Zk = ist richtig fur ein fest gewahltes n.
k=1

n+1

Schluss von n auf n+1: Zk=1+2+3+...+(n—1)+n+(n+1)=[2kj+(n+1)
k=1

k=1

Mit der Induktionsannahme gilt:

@ n-(n+l) n-n+)+2-(n+1) nz2+3n+1 (n+1)-(n+2)
ZK—T+(n+1)— 5 -1 2n = >

k=1

Schlussfolgerung:

Wenn die Formel fiir ein bestimmtes n <IN gilt, dann gilt sie auch fiir das nachste, also fur
(n+1), fur das tbernachste, also (n+2), usw.

5.1.2 Weitere Potenzsummen

Die Summenformeln folgender Potenzsummen kdnnen nicht so einfach wie beim kleinen
Gaul3 gefunden werden.

n-(n+1)-(2n+1)
6

M-

k2=12+22+32+...+(n-1)?+n? =

=
Il
i

k3 = 18 + 29 +3% +...+(N-1)°+n? :n2-(r:1+1)2
=1

S

n-(6n*+15n3+10n2 -1
k4=1*+24+3*+...+(nN-D* +n* = ( 20 )
1

M-

=~
1]

Der Beweis erfolgt jeweils durch vollstandige Induktion.
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5.2 Die Streifenmethode
5.2.1 Das Riemann-Integral

Gegeben ist eine Funktion f mit dem Funktionsterm f(x), wobei x e[ a;b].

Die gesuchte Flache unter dem Graphen von f wird mithilfe von elementar zu berechnenden
Flacheninhalten von Rechtecken angenéhert: Streifenmethode

Hierfur wahlt man einbeschriebene Rechtecke (Untersumme) und umbeschriebene
Rechtecke (Obersumme) so, dass der Graph der Funktion f zwischen ihnen liegt.

Dazu wird das Intervall [ a;b ] in n gleich groRe Teilintervalle zerlegt mit der Breite

AXZM.
n

b-a

Teilpunkte der Zerlegung: X, =a+AXx-i=a+ 0y X, =a+Ax-(i+D)=a+ b;a (i+D);
Bei einer im Intervall [ a;b | streng monoton steigenden Funktion f liegt der kleinste Funkti-

onswert eines Teilintervalls jeweils am linken Rand und der grof3te Funktionswert eines Teil-
intervalls jeweils am rechten Rand.

Graph von f mit einbeschriebenen Rechtecken: Graph von f mit umbeschriebenen Rechtecken:
&~

Y y

Xy Xq Xz X Mg Xp X Xy Xq Xa X Ko X5 X
Untersumme: Obersumme:
U, =Y Ax-f(x,) 0, =D Ax-f(x,)
i=1 i=1

ng;a-f(mb‘a.i) =Zﬂ.f(a+b;a.(i+1)j

n

24
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Bei einer im Intervall | a; b | streng monoton fallenden Funktion f liegt der kleinste Funkti-

onswert eines Teilintervalls jeweils am rechten Rand und der grof3te Funktionswert eines
Teilintervalls jeweils am linken Rand.

Graph von f mit einbeschriebenen Rechtecken: Graph von f mit umbeschriebenen Rechtecken:

Untersumme: Obersumme:
U, => Ax-f(x,) 0, =Y Ax-f(x;)
i=1 i=1
= —b_a-f(a+b_a-(i+1)j = —b_a-f(a+b_a-i)
it N n i1 N n

Durch schrittweises Erhdhen der Anzahl der Rechtecke erhélt man eine immer genauere
Annéherung der Flache unter dem Graphen.

Die Berechnung der Grenzwerte von Obersumme bzw. Untersumme liefert einen gemein-
samen Grenzwert, der Riemann-Integral genannt wird.

b
lim U, =jf(x)dx= lim O,

n—o n—ow
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5.2.2 Flache unter einer Geraden

Beispiel
Gegeben ist die Funktion f mit dem Funktionsterm f(x) =x im Intervall x €[a;b].

Gesucht ist ein allgemeiner Term fir die Untersumme und fiir die Obersumme.

einbeschriebene Rechtecke umbeschriebene Rechtecke
7'& b 7';‘ b
| |
6] | 61 |
1 1
5] ‘
|
|
» 4 b
e e
o Q
< <
> 3 >
2]
1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
x-Achse x-Achse
. L b-a
 Jedes Teilintervall hat die Lange Ax =
b—a b—a

« Die Teilpunkte der Zerlegung lauten: x, ;, =a+——-(i—1); x,=a+——"i;
n n

« Dafim Intervall [0 ; 5] streng monoton steigt, liegt der kleinste Funktionswert eines
Teilintervalls jeweils am linken Rand, der grof3te am rechten Rand.

n n
Untersumme fiir die Rechtecke: S, = Ax-f(x,,) =Zfa-f(a+%-(i—l))
i=1 i=1

n

Obersumme fiir die Rechtecke: S, =Y AX-f(x;) =) =—=-f

i=1 i

'u‘::
S|
QD
I/~
QD
+
O
S5
QD
N7

Fura =0 gilt:
SU=29-f(9-(i—1))=9.(9-0+9-1+9-2+...9-(n—2)+9-(n—1))
n n n n n n n n

i=1

b2 bz I’l—l-
=— (1+24+3+..+(n-2)+(n-1))=—- ) i
n n® o
<. n-(n-1)
Wert der Potenzsumme: » i= —
i=1
2 . — 2 2 _ 2
Einsetzen: SU =b_m=b_u=b_(l_l)
n2 2 2 n? 2 n
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L . S .| b? 1 b2
Fur eine sehr feine Unterteilung: lm S, =Ilim| —-(1-=| | > —
n—ow nsw| 2 n 2

S, =Zg-f(g-ij=Q-(E-1+9-2+...%-(n—1)+%-n)

~n \n nin n

_b® ((1+243+...4(n-1+n)= b? Zn:i
n n2 i=1
n
Wert der Potenzsumme: » i= n-(n+1)
2

i=1

Einsetzen: S; =— ————=—-

bz n-(n+1) _b? n2+n_b_( j
n2 2 2 n? 2

2
Fur eine sehr feine Unterteilung: lim S, = ||m [b? (1+ 1) } 5
n—o n

2
2 2
Spezell firb=5: 5, =2 =225 -0°_25.
2 2 2 2
Zum Vergleich Berechnung der Dreiecksflache direkt: A, = E -5-1(5) —% 5= 2—25

5.2.3 Flache unter einem steigenden Graphen

Beispiel
Gegeben ist die Funktion f mit dem Funktionsterm f(x) = %xz im Intervall x e[a;b].

Gesucht ist ein allgemeiner Term fir die Untersumme und fiir die Obersumme.

einbeschriebene Rechtecke umbeschriebene Rechtecke

y-Achse
y-Achse

x-Achse
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b—a

» Jedes Teilintervall hat die Lange Ax =
n

« Die Teilpunkte der Zerlegung lauten: x, ;, = a+M (i-1; x,=a+ b—a
n n

 Dafim Intervall [0 ; 4] streng monoton steigt, liegt der kleinste Funktionswert eines
Teilintervalls jeweils am linken Rand, der grof3te am rechten Rand.

Untersumme fur die Rechtecke: S, ZAX f(xi4) zbna f(aera (|—1)j
=1

n
Obersumme fiir die Rechtecke: S, ZAX f(x;) ana'f(a-‘r b;a-i)
=1

Fura =0 gilt:

o) *’s-((ﬁ-OT+(:-1T+(:-zf+---(*;-<n—z>f+(2-<n_1>ﬂ

i=1

b3
- (12+22+32+...+(N-2)2 +(n-1)2) = me 3 Z()2

n-1
Wert der Potenzsumme: Z:(i)2 _n(n- 1)6' (2n-1)
i=1

Einsetzen: S, =

b3 .n-(n—l)-(2n—1):bS'2n2—3n+1_b3_(2_3 1)

nd.3 6 18 n2 18 n n2
3 3
Fur eine sehr feine Unterteilung: lim S, = lim [b-(2—3+1j } —>b—
n—w n>wo| 18 n n2 9
e (GR (b) o-a) o3
=y =f|=i|=——-|=-1| +|=-2| +.../]=(n=-D| +|=-n
© i;n n/) n3(\n n U n
b3
- 53 (2+22+32+...+(n-1)?2+n?) = 3 3 Z(I)Z

n
Wert der Potenzsumme: ) _ (i) = n-(n+ 1)6 (2n+1)
i=1

b3 ‘n-(n+l)-(2n+1)_b3'2n2+3n+1_b3( 3 1)

Einsetzen: S, = =
n3-3 6 18 n2 18

n—ow n—ow

L . o .| b3 3,1 b3
Fir eine sehr feine Unterteilung: lim Sy = lim T 2+=+— | |>—

3 3
Speziell fiir b = 4: Su=?=?=*; Sog=—="=—,;
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5.2.4 Flache unter einem fallenden Graphen

Beispiel

Gegeben ist die Funktion f mit dem Funktionsterm f(x) =5 —%xz im Intervall x €[1; 5].

Gesucht ist ein Term fur die Untersumme und fir die Obersumme bei einer Unterteilung von

n=4,

einbeschriebene Rechtecke

a b a

y-Achse
w

y-Achse
W

umbeschriebene Rechtecke

0o 1 2 3 4 5 6 0o 1 3 4 5 6
x-Achse x-Achse
« Jedes Teilintervall hat die Lange Ax = b—a
n
. . . . b—a ,. . . b—a ..
« Die Teilpunkte der Zerlegung lauten: x; , =a+ (iI-1; x,=a+ -1

« Dafim Intervall [0 ; 5] streng monoton fallt, liegt der kleinste Funktionswert eines
Teilintervalls jeweils am rechten Rand, der gré3te am linken Rand.

Untersumme fiir die Rechtecke: S, = ZAx~f(xi) =Zb;a'f (a+ EJ)
Y n n

i=1

Obersumme fiir die Rechtecke: S, =" Ax-f(x,_,) =Zﬂ'f(a+
i1 n

i=1
Konkrete Werte:

:ﬂ.{

Sy f(2)+f(3)+f(4)+f(5)}

=1-{(5—%22j+(5—%32)+(5—%42)+(5—%52j}:9,20

So =24 +1(2)+1(3)+1(4)}

e fo-dr (o3 o) o2 o

29
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6 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz

Gegeben ist eine stetige Funktion f mit x €[a; b]. Die Funktion sei integrierbar und es gelte

entweder f(x) >0 oder f(x)<O0.
Uber die Berechnung der Flache A zwischen dem Graphen von f und der x-Achse lasst sich
der Mittelwert der Funktionswerte y,, der Funktion f im Intervall x € [a; b] berechnen. Es gilt:

b
1
== | f(x) dx
Y b—a[()

Beispiel 1
Gegeben ist die Funktion f mit
f(x)=1+Jx A x>0.
Fir die Flache unter dem Graphen von f gilt: 2

b S

<

A= f f(x) dx 3

a
Auf dem Intervall [a; b] lasst sich ein Rechteck mit P
gleichem Flacheninhalt errichten.
Die HOhe h entspricht dabei dem Mittelwert y,,, der x-Achse
Funktionswerte:

A=({b-a)-h=(b—-a)y,

Gleichsetzen und auflésen:

b b
(b—a)-ym:ff(x)dx N ym:bfla-ff(x)dx.

Beispiel 2

Ein Wechselstrom hat dann die effektive Stromstarke ls, wenn er in einem Stromkreis
die gleiche Warmeleistung erzeugt wie ein Gleichstrom der Starke | = lg.

Ein stromdurchflossener ohmscher Widerstand R =1500€2 gibt die mittlere Warmeleistung
P ab.

Gegeben ist die Wechselspannung U(t) =U, - sin(ot) mit U, =300V ; f =50Hz.

Also gilt: U(t) =300V -sin(100Hz - t)

Stromstarke | und Spannung U haben die gleiche Phasenlage, das heif3t fir die Stromstarke
I(t) =1, - sin(wt).

Amplitude berechnet liber das ohmsche Gesetz:

u u
roYo _ | _Yo_ 300V
R 15000

=0,200A =200mA; I(t) = 200mA - sin(100 tHz - t)
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Leistung: P(t) =U(t)-I(t) =U, -sin(wt)-1, - sin(ot) =P, '(sin(mt))z

t-P-Diagramm
70T —250
60T —200
50T
40T —1150
30T —100
20T 1
2  10f 0
£ ' . . . =
! o 2 4 6 8 22 =
& -1 - 50
- 20T
— 30T —-100
— 40T -1- 150
- 50T 1
— 60T - 200
- 70~ —-250
tinms
Umgesetzte Warme
Leistung P(t) in W
— Stromstarke I(t) in mA
— 2. Achse fUr I(t)
Periodendauer: T = 11 . 0,020s =20ms
f 50Hz
Mittlere Leistung:
= 1 1 1 1 P
P==-|P(t)dt=="|P, - (sin(ot))” dt=="|P, - (sin(ot)) = |2 (1-cos(2wt)) dt
T!() Tlo (01))* Tl (sin(o1))? le( (201))
1P 1 " 1P 1 1 P
== 0t-—sinRot)| ==--24T-—"-sin(2eT)+—-sin(0)} =2
T 2 2m 0 T 2 20 20 2
Konkret; P = F;O = UOZ' lo _ 300V 'S’ZOOA =30W.

Das entspricht dem Mittelwert der Leistungsamplitude.

P=R:l? = lg= P:JSOW J?’OV'A141mA

R \1500Q /1500 v
A
P-U, I, = U,=F=-3OV-A_5py
I, 0,141A
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