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Teilaufgabe 1.0

2
Gegeben ist die Funktion f, (x) = arctan (1 - —) mitm € IR+ in der von m unabhangigen
m - X

Definitionsmenge Ds = IR\ {0}.

Teilaufgabe 1.1 (5 BE)
Bestimmen Sie die Nullstelle von fm in Abhéngigkeit von m sowie das Verhalten von f, (x) an den

Réandern der Definitionsmenge und die Gleichungen der Asymptote des Graphen von f,,

2 2
fn(x) =0 & arctan(l——jzo & 1-—=0
m-X m-X

2
Nullstellen: Xg= —
m

. 2 0y
lim arctan| 1 - —— | = arctan(l) = —
X 5 — 00 m -X 4

0 = waagrechte Asymptote: y= T
4
2 T
lim arctan (1 - —j = arctan(l) = —
X — o0 m-X 4
l
0
. 2 ) 2 T
lim 1-—| 5> lim arctan|1 - —| > —
X = O+ m-x NN O+ m-x 2
l
—00
. 2 ) 2 T
lim 1-—| > lim arctan|1 - — | —> —
x>0 m-X x>0 m-Xx 2
l
oo
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Teilaufgabe 1.2 (7 BE)
Bestimmen Sie das Monotonieverhalten des Graphen von f,,, und entscheiden Sie, ob der Graph
Extrempunkte besitzt.

. o m
[ Teilergebnis: f'\, (x) = > ]
m X —2m-X+ 2

b (x) = 1 { 2 (—1)} _ 2:m ~ 2:m
mi™ = 2| m 2| 2 - 2 2
1+[1_i) X |:1+[1_i) }(m-x)z (m-x)" + (m-x - 2)
m-X m -X

(m -x)2 + (m-x)2 —4m-x+4 2-[(m-x)2 - 2m-X+ 2] (m -x)2 -2m-xX+ 2

Nenner:  (m-x)° - 2.m-x + 2=0 auflésen,x — . keine Losung

Nenner ist immer positiv, da nach oben gedffnete Parabel ohne Nullstellen
Zahler ist positiv nach Vors. = f'(x) >0

G; ist streng monoton steigend in] —oo; O[undin] 0; oo [. G; besitzt keine Extrempunkte.

[

Teilaufgabe 1.3 (7 BE)
Ermitteln Sie das Krimmungsverhalten sowie die Koordinaten des Wendepunkts des Graphen
von f_ in Abhéngigkeit von m.

2
-m 2m (1 -m-Xx
' (X) = ~(2'm2~x - 2-m) = ( )
2 2 2 2 2 2
m-X —2~m~x+2) (m -X —2~m~x+2)
. B _ 1
' m(X) =0 1-mx=0 = XW_F
x=0 1
! X =— 1 ™
! m fm (—j =arctan(l-2) = —
Z&hler pos | pos ' neg m 4
Nenner pos |, pos | pos 1 x
| | = WP[—,——j
f. () pos | pos | neg m 4
G; k Ik L
| WP

; oo

1 1
Gf ist linksgekrummt fur] —oo; O[und fur] 0 ; —1, Gf ist rechtsgekrummt fur [ —
m m

Abi 2012, Mathematik Technik
13. Klasse, A | - L6sung
Seite 2 von 12



mathphys-online

Teilaufgabe 1.4 (4 BE)
Zeichnen Sie den Graphen von f, im Bereich -3 < x < 3 unter Verwendung der bisherigen Er-

gebnisse (1 LE = 2 cm). Tragen Sie auch die Asymptoten ein.

[
! T Umkehrfunktion k-1:
fa(x) = atan| 1 - ; Yo = Z mkehrfunktion k-:
Xw1 = fz(xw1) = Xw2 = fz(xwz) = Xy = ku(xu) =
3 0.927 0.5 -0.785 15 0.066
2.5 0.951 1 0 1 0.391
2 0.983 15 0.322 0.5 0.647
1.5 1.03 2 0.464 0 1
1 1.107 2.5 0.54 0.5 2.204
0.5 1.249 3 0.588
]
2
(8]
<
>

Graph von f

@0®@® \Vendepunkt von f
— — Horizontale Asymptote
@ @ Definitionsliicken

auf der Nahtstelle

Graph der Umkehrfunktion von k

Tangente an den Graph der Umkehrfunktion
@@®® Berihrpunkt der Tangente

=« = \VNinkelhalbierende
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Teilaufgabe 1.5 (5 BE)
Begriinden Sie, dass die Funktion k mit k(x) = f,(x) und Dk = IR" umkehrbar ist und bestimmen

Sie die Gleichung der Tangente t an den Graphen von k 1 im Punkt P(0/?).
Zeichnen Sie den Graphen von k 1 und die Tangente t in das Koordinatensystem von Aufgabe
1.4 ein.

1 2
k(x) := arctan (1 - —j k'(x) := >
X 4.X —4.x+ 2

G, ist fir x > 0 streng monoton steigend, also umkehrbar

X |~

. 1
Bestimmung von y;: arctan (1 - —) =0 S 1-
X

Punkt (1/0) € Gy und Punkt (0/1) € G _,
k

Steigung in P: (k_ 1)‘(0) =L 2 =1
k(1) 4-4+2
Tangente: t(x) =1-(x—0) + 1 t(x) =x+1

Teilaufgabe 2.0

\/ex—l +

Gegeben ist weiter die Funktion g(x) = —— mit der Definitionsmenge Dg =Ry -
X
e

Teilaufgabe 2.1 (7 BE)
Ermitteln Sie die Koordinaten und die Art der Extrempunkte des Graphen von g.

2-¢"
[ Teilergebnis: g'(x) = ——————1
2.e%4/e" -1
1 1 X X X
E e e —4ye -1le
g (%) = -1 _eX—Z-(eX—l)_eX—2~eX+2_ 2-¢"
2
(ex) 24/ - 168 2684 -1 28 -1
Horizontale Tangenten:  g'(x) = 0 & 2-¢ =0 & x =1In(2)
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x=0 x =1n(2)
nicht i i In(2 W eln(2)_1 1
definiert ! | 9(In(2) = n@ 2
I | e
Zahler | pos | neg
Nenner } pos pos 1
. 1 l relativer Hochpunkt | In(2), =
g '(x) | pos | neg = p ( (2 2)
Gy 1 sms | smf
1 HP g(0) =0
= Randminimum (0, 0)
Teilaufgabe 2.2 (7 BE)
Zeigen Sie, dass fiur x > 0 folgende Beziehung fir g(x) erfullt ist: g(x) = - g'(x),

und ermitteln Sie damit eine Stammfunktion von g.

e -2+¢ _(e—l)

N S RN N TR R

1 1
J' g(x)dx:[ — -g'(x) dx:" ————dx-g(x) +¢
[2-\/ex—1 J J 24" -1

Nebenrechnung: [ ; dx
J 24" -1
Substitution: zZ= eX -1 22 = ex -1 eX = 22 +1
dz e 240" -1 2-z
—_— = — = dx=——.dz & dx = > -dz
dx eX 1 eX z +1
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1 2z

[ ——dx = — dz = " dz = arctan(z) = arctan(\/ e - 1)
X 2.z _2 2

J 2qle" -1 J z7+1 J z7+1

Stammfunktion:

X
X Ve -1
G(x) = arctan(\/ e - 1) -—-+cC
X
e

Folgende graphische Darstellung in der Prifung nicht verlangt:

g(x) = —,exx—l G(x) := arctan (\/ e - 1) - ﬁ

X
e e

Graphen von g und von G

—emomomomomomome
-

(2

1.41

y-Achse

x-Achse

Graph von g
@0®® Randminimum
€ ¢ ¢ abs. Hochpunkt
----- Graph von G
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Teilaufgabe 3.0
Gegeben ist nun die Funktion h(x) = x-/ sin(x) mit D,=[0; =]

Teilaufgabe 3.1 (4 BE)
Ermitteln Sie die Nullstellen von h und das Verhalten von h'(x) fir x — 7. Welche Bedeutung hat
dieses fur den Graphen von h?

Funktionsterm: h(x) = x4/ sin(x)
Nullstellen: h(x)=0 & x+/sin(x) =0 &

Xy =0vsin(x)=0 = Xp=0 X3 =T

: : 1 1 2-sin(x) + x-cos(x
Ableitungsfunktion:  h'(x) = 1+/sin(x) + X-— - ————-cos(X) = () + x)

sin(x) 24/ sin(x)
. 2-sin(x) + x-cos(x)
lim 5 —00
X > 24/ sin(x)
= G,, mundet senkrecht bei x = 7 in die x-Achse.

Teilaufgabe 3.2 (6 BE)
Bei der Rotation des Graphen von h um die x-Achse entsteht ein tropfenférmiger Drehkérper.
Berechnen Sie die MaRzahl V seines Volumeninhalts.

[]
Rotationskorper
il w
; Volumen des Raumkoérpers:
l
|
| T
| 2 .
iy i Vy = 'n-'J' X~ -sin(x) dx
o 0
(]
S L e
<|( 0 ~‘s~ : 4
> ~~~ 'l‘
1t /|
- ‘s~~ 'I’ I
~~s~ ll :
Seee e |
Cmm=e” |
|
|
l
-3 |
x-Achse
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Berechnung der Stammfunktion von: J' x2~sin (x) dx
Partielle Integration: u(x) = x2 u'(x) = 2-x
v'(X) = sin(x) v (X) = —cos(x)
2 . 2
= J' X~ -sin(x) dx = x"-(—cos (X)) + J' cos(x)-2-x dx
Berechnung der Stammfunktion von: J' cos(x)-2-x dx
Partielle Integration: u(x) = 2-x u'(x) =2
v'(X) = cos(x) v(X) = sin(x)

= J' cos(x)-2-xdx = 2-x-sin(x) — J' sin(x)-2dx = 2-x-sin(x) — (-cos (x)-2)

J' x2~sin(x) dx = —x2-cos(x) + 2-X-sin(x) + 2-cos (x)
H(x) := —x2-cos(x) + 2-X-sin(x) + 2-cos(x)

Volumen: Vy = m(H(m) - H(0)) = T° — 4w
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[*] Definitionen

e

Rotationskorper

x-Achse
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Teilaufgabe 4 (8 BE)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
(xz + 4) +y'=-8Xy+2X

mit der Methode der Variation der Konstanten.

Inhomogene DGL: y' + RS y = 2%
X +4 X +4
Homogene DGL: y' + 8:x y=0
2
X +4
Triviale LOsung: y=0
Im Folgenden: y=0
Differentialquotient: ﬂ =_ 8:x
dx x2 +4
Trennen der Variablen: ﬂ =_ 8- .dx
y X +4
. f 1 8-x
Integration: | —dy= [ ———dx ko In(ly]) =k - 4~In(x2 + 4)

Jy Jx+4

Auflésen des Betrags:

y>0 y= e(k_4'|n(xz+4)) =Ky — - 2 mit Ky = e
(x + 4)
y < 0 y = _e(k—4.|n(x2+4)) — _Kz% mit K2 - ek
(x2 + 4)
Zusammenfassung inklusive trivialer Lésung: yH(X) = :
x2 + 4)
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In der Priifung nicht verlangt:

Kurvenschar: x,K) =
ys( ) , 2
(x + 4)
Scharkurven der allgemeinen Lésung der homogenen DGL
0.01T
(]
2 , .
< ' .
T -4 4
-0.01~
x-Achse
Variation der Konstanten: yg(x) = L)zl
(x2 + 4)
4 3
() = K‘(x)~(x2 + 4) - K(x)-4.(x2 + 4) 22X K‘(x)~(x2 + 4) — 8-x-K(x)
’s ) 2 8 ) 2 5
(x + 4) (x + 4)
Einsetzen in inhomogene DGL: y'+ 8 y = 2
2
X +4 X +4
; 2 ,
K (x).(x + 4) - 8-x-K(x) 8-X K(x) 2:x ) K" (x) 2:x
s + > . 2 = > vereinfachen — 2 =
(x2+4) x+4(X2+4) X"+ 4 (x2+4) X"+ 4

= K'(x) = 2~x~(x2 + 4)3

2 3 (X2 + 4)4
K(x) :J K'(x) dx = K(x) ::J 2-x~(x + 4) dx = —
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Spezielle Losung des inhomogenen Systems:

(x2 + 4)4 . 1

yg(x) = ) (2 )4
X +4

yg(x) =

AP

Allgemeine Ldsung des inhomogenen Systems:

(x,K) A

=—+

ya X, , 2
X +4)

AP

Scharkurven der allgemeinen Lésung der inhomogenen DGL

0.277

0.261

y-Achse
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