Lin. Algebra 12. Jahrgangsstufe
Vektoralgebra - Aufgaben

Lineare Algebra - Aufgaben 1 - Lésung I made w
e Geschlossene Vektorketten
e Skalarprodukt
e Vektorprodukt
e  Spatprodukt
ORIGIN = 1
Bemerkung
__)

In der Fachliteratur ist die Bezeichnung v fir einen Vektor tblich.
Diese Notation kann in Mathcad nicht verwendet werden, deshalb ist die
Vi Vi
__)
Darstellung v = | Vo | anstatt v =| Vo | nur aus dem Kontext erkennbar.

V3 V3

Geschlossene Vektorketten

Aufgabe 1: Parallelogramm im IR3und Projektionen

Die Punkte A:= (0 4 5), B:=(3 0 5)und C:= (3 4 0) bilden die Ecken eines

Parallelogramms.

a) Bestimmen Sie die 4. Ecke (3 Losungen).

b) Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte der Projektion in die x;x,-Ebene, in die x;X3-Ebene
und in die X,X3-Ebene und zeichnen Sie das Netz mithilfe von Mathcad.

Teilaufgabe a)

Ortsvektoren:
0 3 3
OA:=AT: 4 OB:=BT: 0 OC:=CT: 4
5 5 0
Verbindungsvektoren:
3 3 0
AB:=0B-0OA =| -4 AC:=0C-0OA =| 0 BC:=0C-0B =| 4
0 -5 -5
Bestimmung der vierten Ecke:
6
T
OD;:=0B +AC =|0 D= 0Dy D;—>(6 0 0)
0
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0
T
OD,:=0OA +BC =| 8 D, := OD,y D, > (0 8 0)
0
0
T
OD3:=0A-BC =| 0 D3 := ODg D3 —> (0 0 10)
10
[*] Parallelogramme
[*] MODUL Vektor R3
OA: blau
OB: griin
OC: schwarz
14 Eckpunkte:
L A (0 4 5)
g
B—>(3 0 5)
e
7 C—>(3 4 0)
P
&6 D;—>(6 0 0)
¥
G5
7] D,—>(0 8 0
2, 2 = ( )
3 D3 —> (0 0 10)
2 -
1
0 -apE
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Teilaufgabe b)

Projektion in die x1-x2-Ebene Projektion in die x2-x3-Ebene
1T 1T
: ES
N\
{ N\ { \\\
() \ Q N\
2 T\ 2 6
g 5 \ g BN
X ﬂ\ \ R 41\ \
\ \ \\ \\
\ \ \ \
T N\ ; AN AN
N N
—’_711012\345&3789 —ZIOlZSﬁSG?SQ
x1-Achse x2-Achse

Projektion in die x1-x3-Ebene

11;

\\
1N\
S S
<‘I’ ﬁ'\ \
< 4 \\ \\
N\
T N\
—:IO 1 2\3 4 5&3 7 8 9
x1-Achse
Aufgabe 2

Vom Parallelogramm ABCD kennt man die Koordinaten der Punkte B:= (2 4 3), C:=(3 0 -5)

und den Schnittpunkt der Diagonalen M := (-2 4 15).
Berechnen Sie die Koordinaten der Punkte A und D.

Ortsvektoren: D C
2 3
T T M
OB=B =14 OcC=C =]|0
3 -5
A B
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-2
OM := MT =| 4
15

Verbindungsvektoren:

4 _5
BM:=OM-0B =| 0 CM=0OM-0C =| 4
12 20

-6 _7

ODb=0B+2BM=| 4 OA=0C+2CM=| 8

27 35

Koordinaten der gesuchten Eckpunkte:

D:=OD' (-6 4 27) A=OA' - (-7 8 35)

Anwendungen zum Skalarprodukt

Aufgabe 3
> > >
Zeigen Sie, dass die Vektoren a,b und c einen Wirfel aufspannen.
1 2 2
> > >
a) a=|2|; b=|111|;, c=|-2]|;
2 -2 1
k k+1 k-(k + 1)
> > >
b) a=| k+1 i b=|-k(k+1)| ; c= k ;
k-(k + 1) k -k -1

Teilaufgabe a)

Mathcad-Darstellung der Vektoren:

1 2 2
a=|2 b:=|1 c=|-2
2 -2 1

Kantenlangen:

la] =3 lb| =3 lc|] =3 o alle Kanten gleich lang.
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Skalarprodukte:

ab=0 ac=0 b.c=0 o a senkrecht b, a senkrecht c, b senkrecht c

Teilaufgabe b)

Mathcad-Darstellung der Vektoren:

k k+1 k-(k + 1)
a(k):=| k+1 b(k) := | —k-(k + 1) ck)=| Kk
k-(k + 1) k k-1

Kantenlangen:

la)] = [kt + 12+ (Jk+ 1D? + (JK])?

ersetzen, [k + 1] =k + 1 >
2
lak)| |ersetzen, |K| = k -4 (k +k+ 1)

ersetzen, |k-(k + 1)| = k-(k + 1)

b9l -/ [tk + D 1P+ (ke + 1)) + ()2

ersetzen, [k + 1| =k + 1 >
2
lb()| |ersetzen, |k| =k -4 (k +k+1)

ersetzen, |k-(k + 1)| = k-(k + 1)

el = [ketk+ DI+ (k= D2 + (]2

ersetzen, |-k - 1| =k + 1 5
/(.2
lc)| |ersetzen, |K| = k - (k +k+ 1)
ersetzen, |k-(k + 1)| = k-(k + 1)

Skalarprodukte:

ak)-b(k) = k-(k+ 1) + kek-(k + 1) — ke(k + 1)-(k + 1) ersetzen .k =k = 0 < asenkrechtb

a(k)-c(k) = ke(k+ 1) + kok-(k+ 1) —k-(k + 1)-(k + 1) ersetzen.k=k = 0 < asenkrechtc

b(k)-c(k) = ke(k+1)-(k + 1) — kek-(k + 1) — k-(k + 1) ersetzen .k = k

0 <« bsenkrechtc
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Aufgabe 4
_)
Fur welche Werte von u ist a senkrecht
1 —-u 2-u
> > >
a) a=| u |; b=|14|; c=| 4
2-.u —-u 1
u+1 u
> > >
b)a=|2-u|; b=|u+2| ;c=
-1 u+4
Teilaufgabe a)
Mathcad-Darstellung der Vektoren:
1 -u
a(u):=| u b(u):=| 14
2-.u -u

> > > >
b bzw. asenkrecht ¢ und b senkrecht
2-3-u
u )
2+ 2-u
2-u
c(u)y=| -4
1

a(u)-b(u)=0-14-u - E - 2~u~a =0 ersetzen,a =u —»>-u-(2u-13)=0

a(u)-c(u)=0- 2-6 -2u=0 ersetzen,a =u »0=0

U1:0

u ist beliebig

b(u)-c(u)y=0—->-u- 2~u'a -56=0 ersetzen,a =u —>—2-u2 -u-56=0

—2-u2 - 56 — u =0 auflésen,u —

Teilaufgabe b)

Mathcad-Darstellung der Vektoren:

u+1 u
a(uy=|2-u bu):={u+2
-1 u+4

+ keine Losung
4
447 i
- 4 keine Losung
2-3u
c(u) = u
2+ 2-u

_)
c?

a(u)-b(u) :O—>a-(u+ 1)—(u—2)~(a+2)—a—4:0ersetzen,a:u —->0=0

mathphys_lin-algebra-aufgl-lsg.xmcd
Seite 6 von 13

also: u ist beliebig



Lin. Algebra 12. Jahrgangsstufe
Vektoralgebra - Aufgaben

a(u)-c(u)=0- —2-5 - (36 - 2)~(u +1) - a-(u —2) - 2=0 ersetzen E =u »>-u-(4du+1)=0

0
-u-(4-u + 1) = 0 auflésen,u —| 1

4
b(u)-c(u) =0—> (25 + 2)-(u +4) - u~(3-a - 2) + a-(u +2)=0 ersetzen,a =u »>14.u+8=0

4
14-u + 8 = 0 auflésen,u — —7

Aufgabe 5
Fur welche Werte von u bildet das Vektorpaar einen Winkel von a) 45-Grad und b) 60-Grad ?
1 -1
> >
a) a=(1|;b=| 4 |;
u 2-.u
1 -1
> >
by a=|1]|;b=|u |;
u 1

Teilaufgabe a)

Mathcad-Darstellung der Vektoren:

1 -1
a(uy=1|1 b(u):=| -4
u 2-u

a(u)-b(u) » 2~u-a — 5 ersetzen E =u > 2-u2 -5

|a(u)| — 4/ (|u|)2+2 ersetzen,|u| =u —+ u2+2
|b(u)| 4/ 4~(|u|)2+ 17 ersetzen, |u| =u —+ 4~u2+ 17

ersetzen,u =u ﬁ ) 2.u?_5

%
ersetzen, |ul =u~ 2
o Jaus1740u? 42

(ﬂj a(u)-b(u) ) [4 j
cos| — | = —————— auflésen,u —
4)  la)]-|b)l -4

(ﬂj a(u)-b(u)
cos|—|=——FF—
4)  |a()|-[b(u)]
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Teilaufgabe b)

Mathcad-Darstellung der Vektoren:

1 -1
a(uy=|1 b(u):=| u
u 1

a(u)-b(u) »u+ G -1 ersetzen,a =u »>2u-1

|a(u)| — 4/ (|u|)2+2 ersetzen,|u| =u —+ u2+2
|b(u)| - (|u|)2+2ersetzen,|u| U o4 u2+2

(ﬂj a(u)-b(u)
cos| — |=——F—
3)  la)]-|b)]

ersetzen,u = u 1 2u-1

ersetzen, |u| = u 2 - 2

(ﬂj a(u)-b(u) .
cos| — | = +————— auflésen,u — 2
3) law) b

+ 2

Aufgabe 6

Berechnen Sie die Winkel des Dreiecks ABC:
a) A(6/3/-4),B(8/6/2)und C(2/9/8).

b) A(9/9/0), B(—6/3/9) und C(0/ -6/ -6).

Teilaufgabe a)

6 8 2
Ortsvektoren: OA:=| 3 OB:=|6 OC:=19
-4 2 8
Verbindungsvektoren:
2 -4
AB:=0B -0A =3 AC=0C-0OA =| 6
6 12
4 6
CA=0A-0C =| -6 CB:=0B-0C =|-3
=12 -6
acos AB-AC acos CA-CB B := 180-Grad — ( )
o= T = T = : - (o +
|AB|-|AC| K |cA|-|cB| K
o = 33.2-Grad ~ = 25.2-Grad B =121.6-Grad
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Teilaufgabe b)

9 -6 0
Ortsvektoren: OA=|9 OB:=| 3 oC:=| -6
0 9 -6
Verbindungsvektoren:
-15 -9
AB:=0B-0OA =| -6 AC:=0C-0OA =|-15
9 -6
9 -6
CA=0A-0C =|15 CB:=0OB-0C =| 9
6 15
acos AB-AC acos CA-CB B := 180-Grad - ( )
o= T = T = : - (o +
|AB|-|AC| K |cA|-|cB| K

Aufgabe 7
> > > >
Bestimmen Sie die Projektion a) von b in Richtung a und b) ain Richtung b .
5 1
> >
a=|1|;b=|-1];
-1 1
5 1
Gegebene Vektoren: a=|1 b:=|-1
-1 1
Projektion b auf a: Projektion a auf b:
a-b a-b
ap = -a by:= b
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Anwendungen zum Vektorprodukt

Aufgabe 8
Berechnen Sie die MaRRzahl der Flache des Parallelogramms ABDC:
A=(10 -1),B=(1 -3 3)und C:=(5 3 2).

Ortsvektoren:
1 1 5
OA = AT =0 OB = BT =|-3 OC = CT =13
-1 3 2

Verbindungsvektoren:

0 4
AB:=0B -0OA =| -3 AC=0C-0A =13
4 3
Flachenmalzahl:
Apar = |AB x AC| Apar = 29

Aufgabe 9
Berechnen Sie die MaRRzahl der Flache des Dreiecks ABC:
a) Aj=(-2 2 -3),B;:==(0 0 0) und Ci:=(3 -2 0).

b) A23= (3 2 l), Bz:z (5 -2 1)Und C22= (7 -2 —5)

Teilaufgabe a)

Ortsvektoren:
-2 3
T T
OA=A1 =|2 OC=C; =|-2
-3 0

Mit Punkt B als Scheitel gilt:

Py . 1
FlachenmafRzahl: ADreieck = ?'OA x OC ADreieck = 55
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Teilaufgabe b)

Ortsvektoren:
3 5 7
T T T
OA=A, =|2 OB:=By, =|-2 OC=Cy =|-2
1 1 -5
Verbindungsvektoren:
2 4
AB:=0B-0A =| -4 AC:=0C-0OA =| -4
0 -6

I . 1
FlachenmaRzahl: ADreieck = ?'AB x AC ADreieck = 14

Anwendungen zum Spatprodukt

Aufgabe 10

> > ->
Berechnen Sie die Mal3zahl des Volumens V des von u, vund w aufgespannten Spats
(Parallel-Epipeds).

-4 -2

2
> > ->
a) u=|0|;v=|-5]|; w=|2];
2 0 3
1 4 3
> > >
b) u=|2|;v=|5|; w=|2];
3 4 1
Teilaufgabe a)
-4 -2 2 10
Vektoren: u:=|0 v:=|-5 wi=|2
uxv=|-4
2 0 3 20
Spatprodukt: Vspat = [(ux v)-wl Vgpat = 72
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Teilaufgabe b)

1 4 3
Vektoren: u:=|2 vi=|5 wi=|2 uxv=|8
3 4 1

Spatprodukt: VSpat = [(ux v)-wl| VSpat =8

Aufgabe 11
Berechnen Sie MaRRzahl des Volumens des Tetraeders ABCD:
a) Aj=(111),B1:==(1 4 4),Ci=(41 4)und Dy:=(4 4 1)

b) Ay:=(0 0 0), By:=(1 1 -1), Cp:=(1 -1 0)und Dp:= (-1 1 1).

Teilaufgabe a)

Vektoren:

.
OA=A; =

[ =N =Y
©)
vy)
Il

1
T
Bl =4 OoC = Cl
4

I
N )
O
W)
]
O
-

Verbindungsvektoren:

AB:=0B - OA = AC:=0C -0A = AD:=0D - OA =

w w O
w O w
o W w

9
ABxAC=| 9 (AB x AC)-AD = 54
-9

Spatprodukt:

1
VTetraeder = ry |(AB x AC)-AD| VTetraeder = 9

Ortsvektoren:
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-1
OB xOC=|-1 (OB x OC)-OD = -2
-2
1 1
VTetraeder = ry |(0B x oc)-0D| VTetraeder = 3 0.333
Aufgabe 12

Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein ebenes Viereck ist.
A=(0 0 0),B=(6 9 -6),C=(6 3 6)und D:=(-4 -8 8).

Ortsvektoren:
6 6 -4
OB::BT: 9 OC::CT: 3 OD::DT: -8
-6 6 8
Spatprodukt:
72
OB x OC =| -72 (OB x OC)-OD =0 =  Ebenes Viereck
-36
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