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Lineare Gleichungssysteme
1 Bestimmung von Funktionstermen

Beim Aufstellen von Funktionstermen aus gegebenen Punkten oder aus Bedingungen kom-
men lineare Gleichungssysteme vor.

Gesucht ist der Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion n-ten Grades:

f(x)=a, x"+a _, X" +...+a,xX*+a,x+a, A a, =0

Es gibt also n+1 Unbekannte {aO asa,, ... ,a,, ;an_l;an} , d. h. es werden n+1 Bedingun-
gen zur Bestimmung der Koeffizienten a, bendtigt.

Durch Einsetzen der Bedingungen bekommt man ein (n+1) x(n+1)-Gleichungssystem,
bestehend aus n+1 Gleichungen fir n+1 Unbekannte a.

Beispiel 1

Berechnen Sie den Funktionsterm g der Geraden durch die Punkte P(2/1) und Q(4/3).

Ansatz: g(x)=a-x+Db

Gle!chung D: Peg: 2-a+b=1 (2x2)_GLS
Gleichung (2): Qeg: 4-a+b=3
Beispiel 2

Berechnen Sie den Funktionsterm p der Parabel durch die Punkte
P(-1/-2), Q(3/6) und R(-3/0).

Ansatz: p(x)=a-x*+b-x+c

Gleichung (1): PeG,: a-b+c=-2

Gleichung (2): QeG,: 9a+3b+c=6 (3x3)-GLS
Gleichung (3): ReG,: 9a-3b+c=0

Beispiel 3

Berechnen Sie den Funktionsterm f einer Polynomfunktion 3. Grades durch die Punkte
P(1/2), Q(-1/0), R(2/0) und S(3/4).

Ansatz: f(x)=a-x>+b-x*+c-x+d

Gleichung (1): PeG,: a+b+c+d=2

Gleichung (2): QeG,: —a+b-c+d=0
, (4x4)-GLS
Gleichung (3): ReG,: 8a+4b+2c+d=0

Gleichung (4): SeG,: 27a+9b+3c+d=4
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2 Das Additionsverfahren

2.1 Der Algorithmus
Beim Additionsverfahren werden die Gleichungen des Gleichungssystems mit einer reellen
Zahl so multipliziert, dass sich bei der Addition der beiden Gleichungen eine Unbekannte

aufhebt.

Gegeben ist ein (2 x 2) -Gleichungssystem
N a,x, + a,x, = b
() A X, + ayX, = bz

a,, (1) —ay (2) 8,85, X; —8, 8, X, =38y bl —ap bz
(an a, —ay, a21) "Xy =38y b1 —ayp bz

_ azz bl — a‘12 bz
L=
a-11 azz - alz a‘21

ay - (1) —ay- (2) a8, X, —Qy;, 8, X, =8y, bl —ay bz
(a21 a, —ay, azz) ‘X, =8y b1 - allbz

a21 bl — a11 bz _ a11 bz — a21 b2
a21 a12 - a11 a22 a11 azz - a21 a12

X, =

Konkrete Losung eines (2 x 2) -Gleichungssystem siehe 2.2.

Gegeben ist ein (3 x 3) -Gleichungssystem

(I) ag X, + oapX, + agX; = bl
() a,x;, + a,X, + a,X;, = b,
() ayXx, + aipX, + axpx; = b,

Die Bestimmung und Darstellung der allgemeinen Losung dieses Gleichungssystems ist zu
umfangreich und untibersichtlich, und wird deshalb nicht ausgefihrt.

Konkrete Losung eines (3 x 3) -Gleichungssystem siehe 2.2.
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2.2 Losung zu den Beispielen

Zu Beispiel 1
D 2-a+b=1

(2) 4-a+b=3
Additionsverfahren: (2)— (1) 2a=2 = a=1;b=3-4a=3-4=-1;

Funktionsterm der Geraden: g(x)=x—1

Zu Beispiel 2
1) a-b+c=-2

(2) 9a+3b+c=6
(8 9a-3b+c=0

Additionsverfahren:
2-(1)=(4) 8a+4b=38
B)—-@=(B) 8a—2b=2

(4)—(5)=(6) 6b=6 = b=1;8a=2+2b = a:%-(2+2):%

c=—2—a+b:—2—i+1:—§
2 2

Funktionsterm der Parabel: p(x) = %xz + X —%

Zu Beispiel 3
1) a+b+c+d=2

(2) -a+b-c+d=0
(3) 8a+4b+2c+d=0
(4) 27a+9b+3c+d=4

Additionsverfahren:

2)-@=((B) —-2a-2c=-2
®-(1=(®) 7a+3b+c=-2
A-D=((7) 26a+8b+2c=2

3.(7)—8-(6)=(8) 22a—2c=22

B) a+c=1
(8) lla—c=11

(5)+(8) 12a=12 = a=1;c=0;
In (6) b:%.(—2—7a—c):%.(—2—7):—3

In (1) d=2-a-b-c=2-1+3=4
Funktionsterm der ganzrationalen Funktion: f(x) =x® —3x? +4

3
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3 Mathematische Begriffe aus der linearen Algebra

3.1 Die Matrix

Um von der Bezeichnung der jeweiligen Variablen unabhéngig zu werden, wird folgende
Darstellung festgelegt:

Das lineare Gleichungssystem mit den Unbekannten {x1 y Xy s Xg oy ey Xog s xn} hat die
Form:
@ agX, + apX, + apX; + .. + aXx, = b,
(2) A,X, + AuX, + AyuXy + ..+ a,X, = b,
) X, + ApX, + AyXy + ..+ X, = by
(m) a X, + a.,X, + a.X; + + a,X, = b,

Das kann mithilfe einer Matrix A und eines Spaltenvektors x auch folgendermalRRen ge-
schrieben werden:

= A-;(:B;

Eine reelle (mxn)-Matrix A ist ein System von m-n reellen Zahlen a, mit ie{1,2,...m} und

ke{l,2,...n}, die in einem Schema aus m Zeilen und n Spalten folgendermalRen angeordnet
sind:

a, a, .. a, .. a,
Ay Ay . By .. Ay,
A =
a'il a|2 a'ik ain
a'ml amz amk amn

Bezeichnungen

m =n: quadratische Matrix

a, a
n=2: 2-reihige quadratische Matrix A, =( 1 12}

a21 a22
a'll a'12 a'13
n=3: 3—-reihige quadratische Matrix A, =|a,, a,, ay
31 a32 a33
all alZ a13 a14
- . . a, a, a, a
n=4: 4-reihige quadratische Matrix A, =| 2 2 2 ~#
a‘Sl a'32 a33 a‘34
a, a, a, a
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Zuruck zum Gleichungssystem: Fir die zeilenweise Darstellung wird eine (Skalar-) Multipli-

kation ,Zeile mal Spalte” durchgefiihrt.

a a a
11 12 1K In h
a, ay P a,, X,
a'il a|2 a'ik ain Xk
aml a‘m 2 amk . am n Xn
v

Skalarmultiplikation: a,, X, +a,, X, +...+a, X, +...+...8,, X, =b;

usw.

Die g, heil3en Koeffizienten des Systems. Die Ldsung ist ein n-Tupel von Zahlen

X

> X
(X, /%, /x4 1...1%,), sie kann auch als Vektor x =| " *

Bezeichnungen

dargestellt werden.

A- ; =6 heiRt homogenes Gleichungssystem, A - ; =6 inhomogenes Gleichungssystem.

Darstellung von Gleichungssystemen

. : a, ap | (X b,
Z. B. ein (2x 2) -Gleichungssystem: . =
a21 a22 XZ b2

Koeffizientenmatrix Systemmatrix
bl
b2
a

A= (all alzj A = a,; a8y
= ow =
a, Ay a, Ay
12 93 X

a'11

b
Z. B. ein (3x3)-Gleichungssystem: | a,, a,, a, || X, |=|Db
b

a31 a32 a33 X3

Koeffizientenmatrix Systemmatrix
all a12 a13 all a12
A=l|a, a, a, A = A|b =la; Ay
a31 a32 a33 a31 a32
Ziel: & Wann ist das (mxn)-System tberhaupt l6sbar?

& Wann hat das (mxn)-System genau eine Lésung?

& Wie findet man die Lésungen?
& Wie stellt man die Losungen Ubersichtlich dar.

5
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3.2 Rang einer Matrix
Die Matrix wird mithilfe von Aquivalenzumformungen, z.B.
e Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl (+0)

e Ersetzen einer Zeile durch die Summe aus ihr und dem Vielfachen einer anderen

in Dreiecksform gebracht.

Dabei unterscheidet man die obere Dreiecksmatrix A, oder untere Dreiecksmatrix A,

all alz a13 all 0 O
A, =| 0 a, a,|oderA =la, a, 0
0 O a33 a31 a32 a33

Sind die Eintrage oberhalb und unterhalb der Hauptdiagonalen gleich Null, so spricht man

a, 0 O
von einer Diagonalmatrix: Ag,, =/ 0 a,, O
0 0 ag

Beispiele zur Umformung in die (obere) Dreiecksform

1 2 3 1 2 3
A =0 1 1|00 1 1 |keine Nullzeile
1 20 0 0 -3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
A,=|0 1 1|—W0 ;19 1 1|—W® ;10 1 1
1 3 4 011 0O O 0) Nullzeile
1 2 3 1 2 3
A;=|2 4 6| —5p=53— |0 0 0| Nullizeile
3 6 9 0 0 0) Nullzeile

A., A, und A, besitzen zwar dasselbe Format, bringen jedoch beim Umformen ver-
schieden viele Nullzeilen hervor.

Definition

Unter dem Rang einer Matrix (Rg M) versteht man die Anzahl der von der Nullzeile
verschiedenen Zeilen, die bei der Umformung auf Dreiecksform Ubrig bleiben.
Die Zeilen oder Spalten einer Matrix hei3en dann linear unabhéngig.

Ro(A,)=3; RY(A,)=2; Ry(A,)=1;
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3.3 Determinante

3.3.1 Zweireihige Determinanten

a11 a'12

Gegeben ist die quadratische Matrix A :[

a21 a22

Dann wird die Determinante folgendermalRen berechnet:

D =det(A)=|A|=

Merkregel: Hauptdiagonale minus Nebendiagonale

3.3.2 Dreireihige Determinanten

Gegeben ist die quadratische Matrix A=|a,, a,, a

Gesucht: detA=|Al=||la, a, a

Berechnung der Determinante nach der Regel von Sarrus: Setuze die ersten beiden Spal-
ten neben die Matrix, dann
Summe der Hauptdiagonalen minus Summe der Nebendiagonalen

8,78y, "853 +a;,"8y3 -85, +3,53°3,, 85
—83, 18y, "8y3 — 85, "8y3 "8y —855 78y - Ay,

Die Regel von Sarrus ist nur sinnvoll fiir zwei- und dreireihige Determinanten.
Fir n-reihige Determinanten ist die Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte mdglich.

Z. B. ,Entwicklung nach der ersten Spalte*”

|A|: 2 Gy Ay

(aZZ a23 j [a12 a‘13 j {alZ a'13 J
a32 a33 a32 a'33 a'22 a'23

=@y, 18y 853 —8y; "85, "8y3 — 8y, "8y, "853 T8y, "85, A3 T 85,0y, 1 Ay3 — 85,18y, "3y

— (_1)l+l . all X + (_1)2+l . a21 . + (_1)3+1 . 3—31 .
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4 Determinantenverfahren
4.1 Die Cramersche Regel

4.1.1 (2x2)-Gleichungssystem

Gegeben ist das Gleichungssystem
@ a,x;+a,Xx,=b,
bzw.

(2) Ay Xy +ay X, = bz

Es hat die Losungen
X, = Az bl —ay bz und X, = allb2 _ a21b2

a;,8,, —a;,ay a,,8,, —a, 4y,

Lineare Gleichungssysteme

Verwendet man die Schreibweise mit den Matrizen fir die Koeffizientenmatrix, dann kann die

Determinante berechnet werden:

.. . all alZ
Koeffizientenmatrix A=

a21 a22

. ) a,; 3,
Koeffizientendeterminante D=

a21 a22

=a,, a,, —a, a,, (vgl. die Nenner)

Dieses Schema kann mit einer Veranderung auch auf die Zahler der Losungen angewendet

werden:
b a
D, = [bl 21— b,a,, —b,a,, (vgl. Z&hler von x,)
2 a22
a b
D, = an bl] =a, b, —a, b, (vgl. Zahler von x,)
21 2

Damit kénnen die Losungen sehr elegant berechnet werden: Man ersetzt fir den Zahler die

erste oder zweite Spalte durch den Vektor b und berechnet die Determinante.

Fur den Nenner wird die Determinante der Koeffizientenmatrix berechnet.

bl a12 a'11 bl

D b a D a b
Xlzfl: 2 22 und XZ——ZZ 21 2
D a11 a‘12 D all a12
a‘21 a'22 aZl a'22

Die Regel funktioniert auch fur (3x3)- oder (4x4)-Gleichungssysteme usw. Es ist allerdings
wegen der Berechnung der jeweiligen Determinanten nur fir (3x3)-Gleichungssysteme prak-

tikabel.



mathphys-online

Lineare Gleichungssysteme

4.1.2 (3x3)-Gleichungssystem

Gegeben ist das Gleichungssystem
@ A Xy T8, X, Ha X = b1

all a12 a13 Xl bl
(2) Ay Xy 85 X, +ApX5 = bz bzw. a, a4y Ay || X2 | = bz
a'31 a32 a‘33 XS b3
(3) @y X, +as, X, +a,X; =b;
all a12 alS
Koeffizientendeterminante D=|la, a,, ayl|| (vgl die Nenner)
a31 a32 a33
Determinanten fur die Zahler
bl a12 a13 all bl al3 all a‘lZ bl
D, = bz ay axy||; D, a bz xall s Da=llay ay bz ;
b3 a32 a33 a31 b3 33 a31 a'32 b3
bl a'12 a'13
b2 a'22 a23
X, = & _ b, As, Az
D all a'12 a'13
a21 a'22 a23
a31 a32 a33
a11 bl a13
a21 b2 a23
X, = & A b, Az
D a11 a12 a13
a21 a'22 a'23
a31 a'32 a33
a11 a‘lZ bl
a21 a'22 b2
X, = & _ 3 8gp b,
D all a‘lZ a13
a21 a'22 a23
a31 a32 a33
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4.2 L6ésung zu den Beispielen

Zu Beispiel 1
. 2 1|1
Systemmatrix: A, =
4 1|3
21 11 2 1
Determinanten: D = =1-4=-2, D, = =1-3=-2; D, = =6-4=2
4 1 31 4 3
Ldsungen: a:&:__zzl; bz&ziz—l;
D -2 D -2
Zu Beispiel 2
1 -1 -2
Systemmatrix: A_, =9 3 6
9 -3 0
Determinanten:
1 -1 1 -2 -1 1 1 -2 1 1 -1 -2
D=||19 3 1f|; D,=||6 3 1i; D,=(|9 6 1|; D,=[|9 3 6
9 -3 1 0 -3 1 9 0 1 9 -3 0
-2 -1 1
6 3 1
a:&: 0 -3 1 _ (=D*(=2)-(3+3)+(—1)?*-6-(—1+3) 1
D 1 -1 1 (- 1-(3+3)+(—121.9. (—1+3) +(—13+1.9.(-1-3) 2°
9 3 1
9 -3 1
1 -2 1 1 -1 -2
9 6 1 9 3 6
9 0 1 9 -3 0
D 1 -1 1 D 1 -1 1 2
9 3 1 9 3 1
9 -3 1 9 -3 1

10
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5 Das Verfahren nach Gaufl3
5.1 Der GauB-Algorithmus

Besonders schnell lassen sich lineare Gleichungssysteme l6sen, wenn sie in Dreiecksform
(von Zeile zu Zeile eine Unbekannte weniger) bzw. Stufenform (mindestens eine Unbekann-
te weniger) vorliegen. Der bedeutendste deutsche Mathematiker Carl Friedrich Gaul3
(3.1.1777 - 5.12.1859) hat ein Verfahren angegeben, mit dem sich lineare Gleichungssys-
teme auf Dreiecksform bringen und dann bequem I6sen lassen.

@ a X, + a,X, + azX, + .. + a,x, = b,
(2) a22 X2 + a23 X3 + + a2n Xn - b2
3) Agp X  + ..+ Ay X, b,
(m) a,, X, = b,

Das Verfahren verallgemeinert das bekannte Additionsverfahren.

Der GauBB-Algorithmus beruht auf zwei elementaren Umformungen, die die Losungsmenge
des Gleichungssystems nicht verandern, den Aquivalenzumformungen:

e Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl ungleich Null

e Ersetzen einer Gleichung durch die Summe aus ihr und dem Vielfachen
einer anderen.

Allgemeines (2x2)-Gleichungssystem

a, a; b1 ay,(I)-ay (1) a, a;,
S
a; ay bz 0 2,8, =8, 8,

. a.b,—a,b
2. Zeile: X,=—1-2 a3
;85 —8, 8,

b, J
a, bz -8y bl

: a.,b,—a,b
1. Zeile: a, X, +a, —=2 2L _p
a11 a22 - a21 a12

n 1 a.b,—a, b
Auflosen: X,=—|b,-a, —22 "21
1 all azz - aZl a'12

i bl a,,8;, — bl a5 8, 8,38y, bz +38,8y bl

Hauptnenner: x, =

a; ;8,5 =8, 3,
. 1 ba,a, —a,a;,b
Vereinfachen: x, =— 2312 1z 112,
a; a3, —a, 4,

. b,a,, —a.b
Kirzen: X, =—122 122
a‘ll a22 - a21 a12

11
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5.2 Losung zu den Beispielen

Zu Beispiel 1
2 11 -2 2 11
4 1|3 0 -1)1

Aufldsen von unten nach oben:
2. Zeile: —b=1=b=-1;
1. Zeile: 2a+b:1:>a:%

Funktionsterm: g(x)=x-1

Rangbetrachtung:

R(A) = Rg[[(?;

Zu Beispiel 2

1 -1 1|-2 1
9 3 1] 6 ——>((|'|'|)):%F('|)) 0
9 -3 1|0 0

3. Zeile; -8c =12 = c=—g;

2. Zeile: 12b-8c =24 = bzi- 24+8- 3
12 2

1. Zeile: a-b+c=-2 = a=-2+b-c=-2+1+

Funktionsterm: p(x)=2x*+6x -8

(1-b)=

N -

Rangbetrachtung:

1 -1 1

Rg(A)=Rg||0 12 -8||=3; Rg(A.,)=Rg||0

0 o0 -8

(1+1)=1

1 =2; Rg(A_,)=R 2
1]]_ ’ g( enN)_ g[o

—2
—8(24|—

—-8|18

12

N w

—-8|24
—-8|12

=3
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Zu Beispiel 3
1 1 1 1|2 1 1 1 1 2 11 1 1 2
-1 1 -11{0| % |0 2 0 2| 2| wew |02 0 2|2
8 4 2 1|0 (vy-27) 0O -4 -6 -7 |-16 av)+sah 0 0O -6 -3|-12
27 9 3 1|4 0 -18 -24 -26|-50 0 0 -24 -8|-32
11 11|2 111 1|2
o |01 0 1|1]| ,uem |O 10 1[1
2w 7lo 0 2 1|4 002 1|4
0 0 3 1|4 0O OO0 -1|-4
4. Zeile: -d=-4 = d=4
3: Zeile: 2c-d=-4 = c=—%-(—4+d)=—%.(—4+4)=0
2. Zeile: 2b+2d=2 = b=-d+1=-4+1=-3
1. Zeile: a+b+c+d=2 = a=2-b-c-d=2-(-3)-0-4=1
Funktionsterm: f(x) =x® -3x% + 4
Rangbetrachtung:

1 1 1 1 1 1 1 1|2
Rg(A)=Rg|| 2 _4; RgAL)=Rgl|C 2 % 2%l
FV=Rg o o g7 TRReW)TRNG g o 1] g

0 O 0 -1 0 O 0 -1|-4

13
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6 Losbarkeitskriterien

Satz:

|6sbar, falls

es hat genau eine Lésung

es hat unendlich viele Losungen

Ein System mit n Gleichungen und n Unbekannten ist genau dann

< Rg(A)=Rg(A,,)

< Rg(A)=Rg(A,,)=n

< Rg(A)=Rg(A,,)=m A m<n

=n-1: Wahl von einem freien Parameter

m
m=n-2: Wahl von zwei freier Parameter

m =n -k : Wahl von k freien Parametern

Satz:

unlosbar, falls

7 Losbarkeit im IR?

Ein System mit n Gleichungen und n Unbekannten ist genau dann

< Rg(A)=Rg(A,,)

Die Anzahl der Lésungen eines linearen Gleichungssystems mit zwei Variablen lasst sich
auch geometrisch veranschaulichen. Jede der beiden Gleichungen beschreibt eine Gerade

im IR?:

7.1 Genau eine Lésung

1 2(8) weo (1 2] 8
3 1|9 0 -5|-15

2. Zeile: -5=-15=y=3;
1. Zeile: x+2-3=8 = x=2;
LOosung: x=2;y =3;

-2

Ro(A.) = Rg[[l ? ° ]z 2
0 -5|-15

Rg(A)=Rg(A,,,) =2, gleich der Anzahl der

Gleichungen, also genau eine Lésung.

Rangbetrachtung:
1
Rg(A) = Rg[[o

Gerade g;: Xx+2y=8 = y=—%x+4;
Gerade g,: 3x+y=9 = y=-3x+9;

14

Graphische Veranschaulichung:

=1}

-.‘-
|
]

(%]

yw-Achse

P

¥-Achse

Die Geraden schneiden sich.
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0,N0,: —%x+4=—3x+9 & gx=5 S Xg =25 Y, =gl(2)=—%-2+4:3
Die Losung ist der Schnittpunkt S(2/3).

7.2 Keine Losung

1 2|8 1 2|8 Graphische Veranschaulichung:
-
1 2‘12 0 0‘4 Sre
0# 4 also keine Lésung 5 o
Rangbetrachtung: L - _g
1 2 @ ,, .,
Ro(A)=Rg =1 z -
0 0 z g
Ro(A. )R 1 2|8)_, = - T
e =90 0| 4)|” 1
Rg(A) #Rg(A,,,) . also keine Lésung. 41 o A £ B 4 & F
—1
1
Gerad : 2y=8 =—=X+4;
erade gi: X +2y =y 2x+ Achee
1
Gerade g»: x+2y=12 = y= Xt 6; Die Geraden sind parallel.

7.3 Unendlich viele LOsungen
1 21| 8 1 2|8 Graphische Veranschaulichung:
n+2-(1
Nullzeile

-2 -4|-16 0 0|0 &
Wahle: y=1 = x+2A=8 = x=8-2) 5
- (8-2A

Lﬁsung:x:[ N ]AkeIR. i

2 3 g91=92
Rangbetrachtung: T 5
Ro(A)=R 12 =1 Y
9(A)=Rg o oll~ 1
R(A)—R1 =1 -1 |0 4 2 B3 4 5
g ew/ g 0 0 O - 4 F
Ro(A) =Rg(A,,,) =1, kleiner als Anzahl der wAchse

Gleichungen, also unendlich viele Lésungen.

Gerade g;: x+2y=8 = y=—%x+4;

Gerade g;: -2x-4y=-16 = yz_%x+4 :

Die Geraden sind identisch.
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8 Losbarkeit im IR®

8.1 Genau eine Losung

Beispiel 1
)] X, + 22X, 4x, = -12
am x - x, + 4x; = 17
am -2x;, + 2x, + %3 = 2
1 2 -4|-12 1 2 -4|-12
1 -1 4|17 |—R0 50 -3 8| 29 | W20,
(ny+2-(1)
-2 2 1| 2 0 6 -7|-22
3. Zeile: 9%, =36 = X;=4;
2. Zeile: -3x,+8:-4=29 = X, =1,
1. Zeile: x,+2-1-4-4=-12 = X, =2;
2
LOosung: x=|1
4
Rangbetrachtung:
1 2 -4 1 2
Rg(A)=Rg||l0 -3 8 ||=3; Rg(A,,)=Rg||0 -3
0O O 9 0O O

1 2 -4|-12
0 -3 8| 29
0 0 9] 36
-4 | -12

8 | 29 ||=3

9| 36

Rg(A) =Rg(A,,,) =3, gleich der Anzahl der Gleichungen, also genau eine Losung.

8.2 Unendlich viele Losungen

Beispiel 2
M 3x, + X, = X3 =
(an -9x;, + 10x, + 3%x; =
(m  6x, 5X, 2Xy =
3 1 -1| 13 3
(IN+3-(1)
-9 10 3 |-26 20 0
6 -5 -2| 19 0
2. Zeile: x, =1,

13
-26
19
1 -1]13 3 1 -1|13
13 0|13 | BWr® ,1g 1 0| 1
-7 0|-7 00 0O

1. Zeile: Wahle x; =1 ; 3X,+1-1=13 = x1=%k+4
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1k+4
L |3
Unendlich viele Lésungen: x = 1
A
Rangbetrachtung:
3 1 -1
Rg(A)=Rg(|0 1 0 ||=2; Rg(A.,)=
0O 0 O

3
Rg||0
0

1
1
0

-1/ 13
0] 1||=2
0|0

Rg(A) =Rg(A,,,) =2, kleiner der Anzahl der Gleichungen, also unendlich viele Lésungen

(mit einem freien Parameter).

Beispiel 3
M 2x, - 3%, + X3 =
(I -4x;, + 6x, 2Xy =
(m 8x, 12x, + 4x; =
2 -3 1|2 2

(I+2:(1)

-4 6 2|4 l—nZo|0
8 -12 4| 8 0

1. Zeile: Wahle x; =1 ; X, =p;

o O
O O
o oON

2
Rg||0

Einsetzen: 2x, -3p+iA=2 = Xl=§u—%7\.+l;
3 1
—pu—-=A+1
12" 72
Unendlich viele Lésungen: x = u
A
Rangbetrachtung:
2 -3 1
Rg(A)=Rg||0 0 0{|=2; Ro(A.,)=
0O 0 O

0

-3
0
0

1|2
0] 0||=2
0|0

Ro(A) =Rg(A,,, ) =1, kleiner der Anzahl der Gleichungen, also unendlich viele Losungen

(mit zwei freien Parametern).

17



mathphys-online

Lineare Gleichungssysteme

8.3 Keine Ldsung

Beispiel 4

M x; + 2x, — 2X; = 2

am x + x, - 2% = 2

am 2x, + x, - 4x; =1

1 2 2|2 1 2 2|2 1 2 2|2
11 2|2)—g55—|0 -1 00| —22050 -1 00
2 1 4|1 0 -3 0]|-3 0 0 0|-3

3. Zeile: 0« 3, es gibt keine Lésung.

Rangbetrachtung:
1 2 =2 1 2 -2 2
Rg(A)=Rg||0 -1 0 ||=2; Rg(A,,)=Rgl|/0 -1 0] 0||=3
0O O 0 0O O 0|-3

Rg(A) #Rg(A,,,) . ungleich der Anzahl der Gleichungen, also keine Losung.

Beispiel 5
0] X, — X, — Xy = 4
(am -2x, + 2x, + 2x; =5
am  -x;, + x, + %3 =9
1 -1 14 1 -1 -1| 4 1 -1 -1|4
2 2 2|5|—20 /g o o|13|—® yl0 0 0|1
(+(1)
-1 1 119 0O 0 0]13 O 0 0|0
2. Zeile: 0 #1, also keine Lésung.
Rangbetrachtung:
1 -1 -1 1 -1 -1|4
Rg(A)=Rg||0 0 0||=1 Rg(A,,)=RgllO O 0|1||=2
0 0 0 0O O 010

Rg(A) #Rg(A,,,) . also keine Ldsung.
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Beispiel 6

M 2x, - X, - X3 = 6

n 4x, + 2x, + 2%; = -2

am -2x; + x, + x3 = 1

2 -1 -1/ 6 2 -1 -1| 6

4 2 2|-2|—Z0>0 4 4|14

-2 1 1|1 0 0 0| 7

3. Zeile: 0 =7, also keine Lésung;

Rangbetrachtung:
1 -1 -1 2 -1 -1| 6

Rg(A)=Rg|{|0 4 41|=2; Rg(A.,)=Rgl|O 4 4 | -14||=3
0 O 0 0 O 0| 7

Rg(A) =Rg(A,,,) . also keine Ldsung.

Beispiel 7
M x, + 8x, + 8x, = 4
am -x;, + x, + %3 = 8
am x, + x, + X3 =6
1 8 8|4 1 8 8| 4 1 8 8| 4
((DE20)
-1 1 1|8 —an— 0 9 9|12 —sanea 0 9 9|12
1 1 1|6 0 -7 -7| 2 0 0 0|46
3. Zeile: 017, also keine Lésung;
Rangbetrachtung:
1 8 8 1 8 8| 4
Rg(A)=Rg||0 3 3||=2; Rg(A.,)=Rg||0 3 3| 4||=3
0O 0 O 0O 0 0]17

Ro(A) #Rg(A,,, ), also keine Losung.

Bemerkung

Die Beispiele 1 bis 7 kénnen auch als Lage dreier Ebenen zueinander im IR? interpretiert
werden.
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9 Uber- und unterbestimmte Gleichungssysteme

Definition

Sind mehr lineare Gleichungen als Variable gegeben, so heilt das Gleichungssystem
uberbestimmt.

LOsung

1. Beschrankung auf die Anzahl von Gleichungen, die der Anzahl der Variablen entspricht.

2. Bestimmung der Lésbarkeit tber den Rang und Bestimmung der Losung.

3. Existiert eine LOsung, diese zur Probe in die restlichen Gleichungen einsetzen.

Das Gleichungssystem hat dann entweder genau eine Losung oder keine Lésung.

4. Existieren unendlich viele Losungen, diese zur Probe in die restlichen Gleichungen ein-
setzen. Das Gleichungssystem hat dann entweder genau eine Lésung oder keine L6-
sung oder unendlich viele Losungen.

5. Existiert keine Losung, so hat das gesamte Gleichungssystem keine Lésung.

Definition

Sind weniger lineare Gleichungen als Variable gegeben, so heil3t das Gleichungssystem
unterbestimmt.

LOsung

1. Bringe die erweiterte Koeffizientenmatrix auf Stufenform (Gaufl3-Algorithmus).

Falls |Rg(A)=Rg(A.,, )| ist das Gleichungssystem losbar.

2. Fuhre zur Berechnung der Losung einen oder mehrere freie Parameter ein.
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