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Abiturprifung Berufliche Oberschule 2001 I made with
e Mathematik 13 Technik - Al - L6ésung

Teilaufgabe 1.0

Gegeben ist eine Schar der reellen Funktionen gk mit k € IR" und der Definitionsmenge Dg = IR
k

durch g (x) = (k - ez"x)z.

Teilaufgabe 1.1 (4 BE)
Berechnen Sie in Abhéngigkeit von k die Nullstelle von g, und begriinden Sie ohne weitere Rechnung,
dass diese Nullstelle gleichzeitig Extremstelle von g, ist, und geben Sie die Art der Extremstelle an.

. In(k
gk(x) =0 & k—eZX:Oaufldsen,x - K

zweifache Nullstelle ist eine Extremstelle: Xg(k) := In (k) falls k >0

g(x) =0 fur alle x € IR, der Extrempunkt ist also ein Tiefpunkt.

Teilaufgabe 1.2 (7 BE)
Ermitteln Sie das Verhalten von g, (x) fir x — + oo und geben Sie die Gleichung der Asymptote

an. Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes Sy zwischen dem Graph der Funktion g
und der Asymptote in Abhanaigkeit von k.

[ Teilergebnis: xg = In(ﬂ)]

o0
T
2
lim (k - ez'x) annehmen,k >0 — oo
X —> ©
0
T
2-X 2 2 2
lim (k —e ) annehmen,k >0 — k waagrechte Asymptote f(x, k) := k
X —> —00

2
o) =f(x) (k- e =2 o Ko 2ke? it =P
& 2ke?* et =0 & e2'x-(—2-k + ez'x) =0
. In(2-k In(2-k
& Xg(K) = -2k + e2 X = 0 aufldsen , X — (2 ) f( (2 ) ,kj - k2

Schnittpunkt: S(k? / k?)
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Teilaufgabe 1.3 (8 BE)
Veranschaulichen Sie den Verlauf des Graphen von g, und seiner Asymptote anhand einer Skizze,

und zeigen Sie durch Rechnung, dass der Inhalt der Flache, die der Graph von g, und die Asymp-
tote begrenzen, endlich ist, und geben Sie die Flachenmalf3zahl in Abhéangigkeit von k an.

L

y-Achse

-3 -2 -1 \O 1 2
-1
x-Achse

AG:= lim | [kz—(k—ez'xﬂdx

a—> -0 “a

Stammfunktion:

2
. . . 1 2. 1 4.
J [kz - (k _¢? X) i|dx = I (2~k»e2 X_ g X) dx = 2~k-E-e2 X z~e4 *icC
Grenzen einsetzen:

2 lVZK)

1 4.nl\/2. 1 . 1 . 1 . 1 .
—e4 In( 2 k) - 2~k-—-e2 a, —~e4 d-k2k- —-4'k2 - k-e2 a, —~e4 a
4 2 4 4 4

. 1 .
lim (z.k2 ~KP— kel z-e4 aj = A(K) = K2

a— — oo
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Teilaufgabe 2.0

gegebenn ist die Schar der Funktionen fa mit der in IR maximalen Definitionsmenge Df durch
a

v 4-a-x

X+ a

fa(x) = arcsin( ) mita € IR

Teilaufgabe 2.1 (5 BE)
Zeigen Sie durch Rechnung, dass gilt: Df = IRO+.
a

Esgilt: 4.a-x>0Ax2>0

Linke Seite ~(x +a) <yf/4-a+x erfiillt furalle x>0

Rechte Seite:  \/4-ax<x+a & 4-ax<(x+ 3)2
4 4-a-x§x2+2-a-x+a2 = 0§x2—2-a-x+a2
o 0<(x-a)° erfult fiir alle x > 0

& D =[0; of

a

Teilaufgabe 2.2 (3 BE)
Geben Sie die Nullstelle von fa an und untersuchen Sie das Verhalten von f,(x) fir x — oo.

v/ 4-a-x
fa(x) =0 & arcsin( j =0 & vJ4ax=0 & Xg=0

o L. Hosp.
1
4.a
\/ 4-a-x 2+/4-a-x 4.a
lim arcsin( j = lim arcsin| — | = lim arcsin(—] =0
X — 00 X+a X — 00 1 X — 00 24/ 4-a-x
1 1
o0 o0
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Teilaufgabe 2.3 (7 BE)
a
Zeigen Sie, dass fur x <agilt. f';(x) = —————— und geben Sie f',(x) fir x > a an.
(x +a)+/a-x

4.a

1 24/ 4-a-x

‘(x+a) -4 4axl

(x + a)2

2-a-(x+a)—-4-a-x

1 v 4-a-x

LA (x+a)
(x+ a)2
1 2-a2 - 2-a-X
f'()() = .
\/(X + a)2 _gax Xravdax
F(x) = 1 ' a2 —ax —a-(x — a)
/(x 3 a)z (x + a)+/ a-x |x - a| ‘(X + a)+/ax
-a-(x — a) a
1. Fall: O<x<a & x-a<0 & f'(x) = =
e ) 0 —(x—a)~(x+a)~m (x+a)~m
. -a-(x — a) a
2.Fal:  x>a & x-a>0 & f'(x) =

(x —a)-(x + a)+/ a-x ) (x + a)+/ a-x

Teilaufgabe 2.4 (7 BE)
Bestimmen Sie das Verhalten von ", (x) furx — Ound x — a und das Monotonieverhalten des

Graphen von f,, und geben Sie die Koordinaten und Art der Extrempunkte des Graphen von f, an.

lim

a
x >07 (x+a)+/ax

annehmen,a>0 — oo

. a 1

lim —  annehmen,a>0 —» —
x »>a (xX+a+/ax 2-a

. -a 1

lim LT — annehmen,a>0 —» —
x »>a (x+a/ax 2-a
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Sei 0<x<a f'(x) = >0

a
(X + @)/ a-x
G, ist streng monoton steigendinx € [0 a]

fa

Sei x> a f'(x) = <0

-a
(X + @)/ a-x

G, ist streng monoton fallendinx € [a; o]

fa
[]
‘rr
f(0,a) =0 f(a,a) annehmen,a>0 _>E
Gf besitzt auf der Nahtstelle x = a einen Hochpunkt H(O / 2) und auf dem linken Rand einen

a

Tiefpunkt T(0/0).

Teilaufgabe 2.5 (4 BE)
Zeichnen Sie den Graphen von f;, unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse in ein kartesisches

Koordinatensystem fir 0 <x <4 (1 LE = 2 cm).

y-Achse

x-Achse
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Teilaufgabe 2.6 (9 BE)
Der Graph von f,, die durch x = 1 gegebene Gerade und die x-Achse begrenzen ein endliches Fla-

chenstiick. Berechnen Sie den Inhalt dieser Flache.
Hinweis: Beginnen Sie mit partieller Integration und verwenden Sie dann die Substitution z = ﬁ
1
. . [ 4x
Flacheninhalt: A= arcsin dx
Xx+1

0

Bestimmung der Stammfunktion:

| w22

u(x) = arcsin( . 4'Xj u'(x):
X+ 1

annehmen,0<x <1

X-1
_) —
vereinfachen
VX + 1)+ (x - 1)

-(x-1) 1

Vibce - x -1 Yt D

-Lu
X

Betrag auflésen: u'(x) =

vi(x):=1 V(X) = X

[ e R e

—d
X+ 1 X+1 J Vx(x + 1)

Substitution: 2(x) :=/x Z'(x) = d_z(x) _ 1

dx 24/ x
( [ ( 2

X | z -2z | z

| ———dx= ——dz=2. dz
J ﬁ~(x+1) J z~(22+1) J 221

dz-2-z = dx

Polynomdivision: z:=z

.

J 22+1

parfrac — 1 - >
z +1 z +1

dz —» z — atan(z)
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z 1
2: dz =2- 1- dz =2-z - 2atan(z)
2
J z +1 J z7+1

X+ 1

F(x) := x~arcsin(mj - Z'ﬁ + 2atan (ﬁ)

F(1) = -2 F(O) =0 A= F(1) - F(0)

[+

Teilaufgabe 3 (6 BE)
Bestimmen Sie die allgemeine Loésung der Differentialgleichung
cos(x) _

ecos(x) firx €] 0; [
sin(x)

mit der Methode der Variation der Konstanten.

Inhomogene DGL:  y' + y._cos(x) — oC0S(¥)

sin(x)
Homogene DGL: y' + .M =0 o -y cos (x)
sin(x) sin(x)
Triviale Losung: y=0
Verwendung Differentialquotient: ﬂ = _y._cos(x) y#0
dx sin (x)
Trennen der Variablen: dy _ y. cos (x) dx
y sin(x)

Integration:

[ ldy:—( oS iy 4 k = In(]y|) = k - In(]sin(x)|)

J y J sin(x)

Mit 0 <X < : sin(x) >0 In(|y]) = k - In(sin(x))

k-In(sin(x)) _ k 1

Delogarithmieren: ly| = — "
sin(x
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1
y>0 y = K-— K>0
sin(x)
1
y<O0 y = -K.-— K>0
sin(x)
Zusammenfassung mit trivialer Lésung: yh(x) =K. 1
sin(x)
Variation der Konstanten: Y (X) = K(X)-
P sin (x)
, , —cos (x)
Yp () = K () —— + K(x) ———
sin(x) (sin(x))
Einsetzen in DGL:
— 1

K' (x)-— n K(X).L(X) + K(X).__,C_L(X) _ £C0s (%)

sin(x) (sin (X)) sin(x) sin(x)

1

K’ (x)-— - ecos(x)

sin(x)
K'(x) = sin(x)~ecos(x)
K(x) = [ sin (x)-e°S ™) gx = K(x) = - (X
Spezielle Lésung:  y_(x) = _ef0s(¥) _t

P sin (x)

Allgemeine Lésung der inhomgenen DGL.:

_ _ cos(x)
ya() =yp(X) +yp(x) = K- -e

sin(x)
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