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Teilaufgabe 1.0

4.e
Gegeben ist die Funktion f, mit dem Funktionsterm f,(x) = ———— mit der Definitions-
a-x
l+e

menge D, =IRunda € IR".
a

Teilaufgabe 1.1 (6 BE)
Bestimmen Sie das Verhalten der Funktionswerte f,(x) an den Randern der Definitionsmenge in

Abhangigkeit von a.

0 T
o0
T L'Hosp.
4.¢° 4.¢° 4 4
lim = lim = lim = lim
X —> 00 1+eax X — 00 a.eax X — 00 a.eax_x X — 00 a.e(a_l)'x
l
o0

Fallunterscheidung fir das Vorzeichen von a - 1:

. 4

lim ——— annehmen,a>1 —0
X — o0 a.e(a_l)’x

. 4

lim ——— annehmen,a=1 —4
X — o0 a.e(a_l)’x

lim ——— annehmen,0<a<1 — o
X — o0 a.e(a_l)’x
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Teilaufgabe 1.2 (9 BE)
Ermitteln Sie das Monotonieverhalten sowie gegebenenfalls die Abszisse und die Art des Extrem-
punktes des Graphen von f, in Abhéangigkeit von a.

ex-[l +e? - a)}

[ Mogliches Zwischenergebnis: f',(x) = 4-

a-x\?
(1 +e )
ex-(l + ea-x) —efae®” ex~(1 + et a-ea'x) ex~[1 +(1- a)-ea.x]
f'a(x) =4. =4. =4.
a-x 2 a-X 2 a-X 2
(1+e ) (1+e ) (1+e )
Das Vorzeichen des Zahlers wird bestimmt durch den Term g(x,a) =1+ (1- a).ea’x
waagrechte Tangenten:
. . -1 1
fa(x) =0 & 1+(1—a)-eax & X = =

Extrempunkte gibt es nur, falls a>1

[+

a>1
‘ Fur a> 1ist
xe(al) 0 B
G | , i ) —In(a-1)
g ! G ist streng monoton steigend in] —o0 ; ——— |,

Zahler pos \ neg ! a

In(a-1)

Nenner pos 1 pos und streng monoton fallend in | — [
£ ) pos i neg
| . dn(a-1
Gr sms ! smf Abszisse des Hochpunktes: XHp = “n@-1)
I a
HP

Fur 0 <x <1 ist G; streng monoton steigend in IR.
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Fur die folgenden Teilaufgaben gilt a= 2.

Teilaufgabe 1.3 (7 BE)
Bestimmen Sie das Symmetrieverhalten des Graphen von f,. Geben Sie die Gleichung der

Asymptote und die Koordinaten und die Art des Extrempunkts des Graphen von f, an. Zeichnen Sie
den Graphen von f, im Bereich -3 < x < 3 unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse in ein

kartesisches Koordinatensytem (1 LE = 2 cm).

£ = 4.¢" f(ox) = 4 X &2 ~ 4.¢" -t
14 e27% 1re 2% 2% 2% 4
= G; ist achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse.
lim f(x) -0 lim f(x) -0 = waagrechte Asymptote y = 0

X = — 00 X — o0

) -In(2-1)
Hochpunkt: Xyp =~ = 0 f(0) = 2 = HP(0/2)

37

y-Achse

-4 -35 -3 -256-2-15-1-05 0 05 1 15 2 25 3 35 4

x-Achse
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Teilaufgabe 1.4.0

X
Gegeben ist weiter die Integralfunktion F mit F(x) = J fo(t) dt mit der Definitionsmenge D = IR.
0

Teilaufgabe 1.4.1 (3 BE)

Bestimmen Sie, ohne F(x) integralfrei darzustellen, die Koordinaten des Wendepunkts des Graphen
von F.

Wendepunkt von F: F'x)=0 <& f(x)=0

Extrempunkt von f ist Wendepunkt von F: Xy =0 FO)=0 = WP (0/0)

Teilaufgabe 1.4.2 (5 BE)

Ermitteln Sie eine integralfreie Darstellung von F(x) und untersuchen Sie damit, ob die Flache, die
vom Graphen von f, und den Koordinatenachsen im ersten Quadranten begrenzt wird, einen end-

lichen Flacheninhalt hat.

X
t
Gesucht: 4.e
F(x) = | 1 dt
J 1+t
0
Substitution: zZ = et E = et dt = E = E
dt t z

dz = 4-arctan(z) = 4-arctan (et)

J 142" J 1+2°

s
F(x) = 4-arctan (ex) - 4~arctan(eo) = 4.arctan (ex) - 4-2 = 4~arctan(ex) -7

A= lim (4-arctan(ex) - ,‘T) =7 also endlicher Flacheninhalt.
X — o0
1
L
2
[*]
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Teilaufgabe 2.0
Gegeben ist nun die Funktion g mit g (x) := arccos(—2-x2 + 1) in der maximalen Definitionsmenge
Dy CIR.

Teilaufgabe 2.1 (3 BE)
Zeigen Sie, dass gilt: Dy=[-1; 1]
2
1<-2x"+1<1
. .o 2 2
Linke Seite: 1<-2x"+1 = 2.x" <2 & x <1 & -1<x<1

Rechte Seite: _2.x2 +1<1 o 2.x2 >0 erfillt fir x € IR.

Zusammenfassung: Dg =[-1;1].
Teilaufgabe 2.2 (6 BE)
Ermitteln Sie g'(x) und die maximale Definitionsmenge Dg' von g".

2
[ Mégliches Teilergebnis: g'(x) = ——— fur x €]0; 1[.
2
1-x

g'(x) = -1 (4x) = 4-x 4-X

_ _ 4-x
\/1 - (—2-x2 + 1)2 \/1 axt e an® o1 \/4'X2'(—X2 + 1) 2 x|/ 1- x?

g'(x) = L if 0<x<1 Dg'=1-1; 1[\{0}

Teilaufgabe 2.3 (6 BE)
Bestimmen Sie das Monotonieverhalten sowie die Koordinaten und die Art samtlicher Extrempunkte

des Graphen von g. Ermitteln Sie auch das Verhalten von g'(x) fur x — + 1.

lim —_— > -2 lim — 2 = Tiefpunkt auf der Nahtstelle.

g0) =0 TP(0/0)
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G; ist streng monoton fallend in [ -1; O [ und streng monoton steigend in] 0; 1]

g(-1) == Hochpunkt auf dem linken Rand: HP,(-1/ =)
g(1l) == Hochpunkt auf dem rechten Rand: HP,(1/ )
-2 2
lim — —00 lim — 00
X—)—1+ 1_X2 X_)l_ 1—X2

Graph von g mit Extrempunkten
4

y-Achse

Teilaufgabe 2.4 (4 BE)
Begriinden Sie, dass sich g(x) fiir x € [0 ;1] schreiben lasst als g(x) = 2-arcsin(x) + ¢ mit
¢ € IR, und bestimmen Sie c.

fir 0<x <1 o
2 3
g'(X) = —— g'(x) =g'(x) = g(x) = 2-arcsin(x) + ¢
1- x2
!

-1 (1 T ™
g|—|=2-arcsinjl—|({+c=—+Cc=— = c=0

(Zj (ZJ 3 3

. 2 .

Also gilt: g(x) = arccos(—z'x + 1) = 2-arcsin(x)
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Teilaufgabe 2.5 (5 BE)
Begrunden Sie, dass die Funktion h mit h(x) = g(x) firx € D, =[ -1; 0] umkehrbar ist, und

bestimmen Sie einen Term der Umkehrfunktion h 1(x) sowie die Definitionsmenge D _ .
h

Gg ist streng monoton fallend in D, = [ -1; 0], also umkehrbar.

-1) = 0)=0 Wertemenge der Funktion:
9(-1) == 9(0) 9 W, =[0; =]
defintionsmenge der Umkehrfunktion: D, =[0; ]
h
Wertemenge der Umkehrunktion: W _,=[-1;0]
h
y = arccos(—z-x2 + 1)
Vertauschen der Variablen:  x = arccos(—2~y2 + 1)
. 1
Auflésen nach y: (—2-y2 + 1) = cos(x) y2 = E'(l - cos(x))

Wurzel ziehen: yp(x) = - 1.(1 - cos(x)) Umkehrfunktion
\/ 2
/ 1 o
yo(X) = ?(1 — cos(x)) nicht in W

y-Achse
-
=

x-Achse
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Teilaufgabe 3 (6 BE)

Ein Korper wird fur t > 0 durch eine zeitlich konstante Kraft beschleunigt und unterliegt einer zur

geschwindigkeit v(t) proportionalen Reibungskraft. Die Bewegung des Kdorpers wird dabei durch
dv (t

folgende Differentialgleichung beschrieben: 10-v' + v = 40 mit v'(t) = # Die Einheiten fur

t und v (Sekunde und Meter pro Sekunde) bleiben bei der Rechnung unbertcksichtigt.
Bestimmen Sie v (t) fiir t > 0 mithilfe der Methode der Variation der Konstanten fur die Anfangs-

bedingung v (0) = 10

v
Inhomgene DGL.: 10.v' + v = 40 o V' + 1_0 =4
v dv v o .
Homogene DGL: Vi+ —=0 - = Triviale Losung: v=0
10 dt 10

Trennen der Variablen: ﬂ = _—1~dt mit v = 0

v 10

(1 [ 2

| —dt=] —dt

J \ J 10

. -1 . s
Integration: In(v) = —-t+k (Betrag nicht nétig)
1
- 1
—t+k —t
Delogarithmieren: v=e 10 =K.e 10 mit K € IR.
-1
— .t
Allgemeine Lésung der homogenen DGL.: Vh() =K-e 10
-1
—-t
Variation der Konstanten: vp(t) = K(t)-e 10
-1 -1

— .t — .t
M) =K (1)-e © [2).e10
vp(t)—K(t)e +K(t)(1oje

Einsetzen in inhomogene DGL.:

-1 -1 -1
——t -

10 -1 10 1 10
K'(t)-e + K@) | —|-e + —K(t)-e =4
Q) ()(mj 0 Q)
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1
.t

Auflésen: K'(t) = 4-e10

f 1 1
Integrieren: K(t) = J 4.e dt = 4-(10)-e
1 -1
—t —t
Spezielle Losung der inhomogenen DGL.: vp(t) = 4O~e10 e 10 _ 40
-1
—t
10

Allgemeine Ldsung der inhomogenen DGL: va(t) =K-e + 40

Anfangsbedingung einsetzen: v, (0)=10 < K+ 40 =10 & =-30
-1 -1
— —-t
. " . 10 10
Spezielle Lésung: va(t) =-30-e + 40 vp(t) =40 -30-e
[+

v(t) in m/s

Beschleunigte Bewegung mit Reibung

Z2[0) phututndntet ettt it intededetnte bt Attt etttk itk bbb n i

10}
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Anhang zu 1.2

4.¢°
g(x,a)=———
a-x
l1+e
a=1 a=05
5T 5T
4T 4T
] ]
2 3 2 3
Q Q
< <
> >
-4 -3 -2-1 0 1 -4 -3 -2-1 0 1
x-Achse x-Achse
a=0 a=-2
5T 5
4T 4
] ]
2 3 2
Q Q
< <
> >
1+
-4 -3 -2 -1 0 1 -4 -3 -2 -1 0 1
x-Achse x-Achse
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