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Abschlussprifung Berufliche Oberschule 2014 I made with
e Mathematik 12 Technik - Al - L6sung mit CAS

Teilaufgabe 1.0

. o 1 [X*-ax+4| | -
Gegeben ist die reelle Funktion f mit f(x) = —-In| —————— | mit der maximalen Definitions-
X +4x+4

menge D;. Der Graph von f wird mit D; bezeichnet.

Teilaufgabe 1.1 (3 BE)
Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge Ds.

1 x2 —4.x+4
f(x)=—In| ———
X +4x+4
2 2
Zahler # 0 X —4.Xx+ 4=0 auflésen,x — = X#2
2
2 -2
Nenner = 0 X +4-Xx+ 4=0 auflésen,x — = X # -2
-2
2
. X —4x+4 .
Argument positiv: - >0 auflésen, X -5 2<XvX<-2v-2<X<2
X +4x+4
Definitionsmenge: D;=IR\{-2; 2}
Teilaufgabe 1.2 (3 BE)
Berechnen Sie ohne CAS die Nullstelle von f.
2
X —4x+4 2 2
f(x)=0 e — =1 & X —4xXx+4=x +4x+4
2
X +4x+4
= 0=8-x = Xg = 0

Teilaufgabe 1.3 (4 BE)
Zeigen Sie ohne CAS, dass G; punktsymmetrisch zum Ursprung verlauft.

1 (—x)2 -4(x)+14 1 x2 +4.x+4
f(—x) = —=-In =—In| —— | =

l.|(2 4. 4_|(2_4. 4
(%40 +4] 4 \P-axs4a 4(nx+ X+) nx X+ ))

s =—-\In x2—4-x+4)—In(x2+4'x+4)):_—l'ln M = —f(x)
2

x2+4-x+4
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Teilaufgabe 1.4 (2 BE)
Bestimmen Sie das Verhalten von f(x) bei Annaherung von x an die Definitionsltcken.

lim f(x) —» - lim f(x) —» -
X—>2 X — 2
lim f(x) - o0 lim f(x) - o0
X—> -2 X — -2

Teilaufgabe 1.5 (3 BE)
Bestimmen Sie ohne CAS das Verhalten von f(x) fiir |[x| — oo.

2
lim X —4xt4 — 1 da Zé&hlergrad = Nennergrad

X —> 00 x2+4-x+4

1 x2—4~x+4

lim -In - -0
x > o0 |4 X +4x+4
i 1I x2—4-x+4 0
: im —In| — -
Symmetrie:
x> -o0 | 4 x2+4-x+4

Teilaufgabe 1.6 (5 BE)
Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle von f.

]

[ Mégliches Teilergebnis: f'(x) = >
X -4

f'(x) := OI—f(x) vereinfachen —
dx X2~ 4

f'(x) >0 auflésen,x —>2<xvXx<-2

f'(x) <0 —> <0 auflésen,x —» -2<x<2

X -4

G; ist streng monoton steigend in] —oo; —2[, G; ist streng monoton fallend in] -2; 2[, und

G; ist streng monoton steigend in] 2; oo [,
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Teilaufgabe 1.7 (6 BE)
Bestimmen Sie ohne CAS die maximalen Krimmungsintervalle von f und die Koordinaten des
Wendepunkts von G;.

fi(x) = 2'(X2 - 4)_ ' f'(x) = 2.(_1).(x2 - 4)_ 2.2.X __ TAx -
(2 - 4|
F()=0 = -4x=0 =  x=0
[+]

X#-2 Xx=0 x=#2

|
|
pos | neg

] ]

] ]

] ]

] ]

] ]

i i
Zahler pos ! | pos

| |

] ]
Nenner pos 1 pos |pos| pos

] ]
f(x) pos ! pos | \eg | neg

i | i

] ]
G; Ik L |rk N

] ]

WP

G; ist linksgekriimmt in ] —oo ; —2[ und G; ist linksgekrimmt in] —-2; 0],

G; ist rechtsgekrimmt in [ 0; 2[ und G; ist rechtsgekrimmt in] 2; oo].

f(0):1-|n(fj:o =  WP(0/0)
4 4

AP 2014, Mathematik Technik
12. Klasse, A | - Lésung mit CAS
Seite 3von 10



mathphys-online

Teilaufgabe 1.8 (8 BE)

Geben Sie die Gleichungen aller Asymptoten von G; an und zeichnen Sie unter Verwendung der
bisherigen Ergebnisse und weiterer geeigneter Funktionswerte den Graphen von f zusammen mit
seinen Asymptoten fur -5 < x < 5in ein kartesisches Koordinatensystem. MaR3stab: 1 LE = 1 cm

senkrechte Asymptoten: X=-2 X=2
waagrechte Asymptote: y=0
[+]
x1 = f(x1) =
0 0
1 -0.5
1.5 -1
§ 2.5 -1.1
<
> 3 -0.8
4 -0.5
5 -0.4
x-Achse

Teilaufgabe 1.9.0
Im vierten Quadranten schlie8t G; zusammen mit der x-Achse und der senkrechten Geraden g mit

der Gleichung x = u mit 0 < u < 2 ein Flachenstick ein.

Teilaufgabe 1.9.1 (2 BE)
Erganzen Sie in der Zeichnung aus 1.7 die Gerade g fur u = 1 und markieren Sie das beschriebene

Flachenstiick.
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Teilaufgabe 1.9.2 (6 BE)

. . . . 1 x2 - 4.x+ 4 .
Gegeben ist die Funktion F mit F(x) = -In(2 — x) — In(2 + X) + X-—-In| ————— | mit
X +4x+4

D =[0; 2]. Zeigen Sie ohne CAS, das F fur x € D eine Stammfunktion von f ist.

2
1 X —4x+4
FX)=—In(2-x)-In(2+ X) + Xx-—:In| ———— | =-In(2-x) = In(2 + X) + x-f(X)
X +4x+4
F'(x)—_—l-(—l)— 1 1-f(x) X.f|(x)_2+x——(2—x) f(X) + X- 2
T 2-«x 2+x " R N EE BRI
T2 L 0 4 x—— = £(x)
= — . =
x2—4 x2—4

Teilaufgabe 1.9.3 (5 BE)
Ermitteln Sie unter Verwendung der Funktion F die FlachenmaRzahl A(u) des Flachenstiicks aus
1.9.0 in Abhangigkeit von u und bestimmen Sie auf zwei Nachkommastellen gerundet den Wert des

Parameters u so, dass A(u) = 1 ist.

1 x2 -4.x+4
FX)=-In(2-x)-In(2+ X) + X-—:In| ————
X +4x+4
CAS u? - 4.u+ 4
u-In -
u +4u+4
AU) =—(FU)-F@0) =In(u+2)-2In(2) +In(2-u) - 2
A(u) = 1 auflésen,u — 1.8072450166255842709 u =180
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Teilaufgabe 2.0

In einem Fluss nimmt das Wasser beim FlieBen Sauerstoff aus der Luft auf. AuBerdem wird im
Wasser Sauerstoff durch bestimmte Arten von Algen in Abhangigkeit von der Sonnenlichtein-
strahlung produziert. Gleichzeitig wird wahrend des ganzen Tages Sauerstoff von allen Organismen
im Wasser verbraucht.

m
An einer bestimmten Messstelle &ndert sich die Sauerstoffkonzentration k(t) in Tg des Fluss-

wassers im Verlauf eines Tages sinusférmig mit der Periodendauer T = 24-h. Der Verlauf kann

naherungsweise durch k(t) = a-sin(b-t + c) + d beschrieben werden, wobei t mit 0 <t <24 die
seit 0 Uhr verstrichene Zeit in Stunden beschreibt.

Kontinuierliche Messungen Uber einen ganzen Tag hinweg ergaben das Minimum der Sauerstoff-

m m
konzentration im Wasser von 4.20.Tg um 4.00 Uhr morgens und das Maximum von 11.8~Tg

um 16.00 Uhr am Nachmittag.
Auf das Mitfhren von Einheiten kann bei den Berechnungen verzichtet werden.

Teilaufgabe 2.1 (7 BE)

Geben Sie mit Begriindung einen geeigneten Funktionsterm an und skizzieren Sie das Schaubild
dazu.

. . . [ T 5.7
[ Mégliches Teilergebnis: k(t) = 3.8-sm(z~t - Tj + 8]

Amplitude: a= 118-42 3.8
2
Verschiebung: d = 4. 118-42
2
) 2. iy
Winkelgeschw. : b= — = —
24 12
16 - 4
tmin = 4 thax = 16 tg:= 4+ > =10

Tiefpunkt (4/4,2) einsetzen:

. ™ . 1y
38:sin|—4+c|+8=4.2 = sin|l—4+c|=-1
12 12

T A C:

N w

0
= —4+cC=
12

1]
N w
=l
|
wlE
>3

7-
K(t) = 3.8-sin| —t+ 2|48
12 6
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K(t) = ﬁ.sin(l-t 2T
10 0\ 12
[

t1 = K(t1) =
0 6.1
2 47
4 42
6 47
8 6.1
10 8
12 9.9
14 11.3
16 11.8
18 11.3
20 9.9
22 8
24 6.1

T
+ 8
Gj

Sauerstoffkonzentr. in mg/l

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Zeittinh
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Teilaufgabe 2.2 (5 BE)
Bestimmen Sie die Uhrzeit, zu der die Abnahme der Sauerstoffkonzentration am gréten war. Auf
eine Untersuchung an den Randern des Beobachtungszeitraumes kann dabei verzichtet werden.

Tt 5.
19-wt-cos| — - —
12 6

1. Ableitung: K'(t) == d_k(t) =
dt

60
2 . (m™t b5
2 19.-1 -sin E - ?
2. Ableitung: K" (t) = OI—k(t) = =
dt2 720
. ™ 57
Wendestelle: k" (t) =0 sin| —t-——1=0
12 6
auflosen,t

12-n+10 if nez

.o
annehmen, vollstandig

undefined otherwise

oder per Hand:

to(n) = 1~t - 5?“ =n- auflésen,t — 12-n + 10
Wendestellen, da einfache Nullstellen von k" (t)

to(0) = 10 k'(10) = 0.995 also Zunahme
to(1) = 22 k'(22) = -0.995  also Abnahme

GroRte Abnahme um 22 Uhr.
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Teilaufgabe 2.3 (5 BE)
Berechnen Sie ohne CAS mittels Integration die mittlere Sauerstoffkonzentration des Fluss-

wassers fur den Zeitraum von 0:00 Uhr bis 10:00 Uhr auf eine Nachkommastelle genau.

10
1 10 1 ( . ™ 5
—.| k@)dt=—. 3.8-sin| — -t — — | + 8| dt
10 J, 10J 12 6

0

Stammfunktion:

( . ™ 57 12 ™ 57
Kt):=| |38sin|—t-—|+8|dt=-3.8.—.cos| —t- — |+ 8t
J 12 6 T 12 6

Grenzen einsetzen:

1 12 0 57 12 ™ 51
M;=—|-38.—.cos|—-10-—|+810-|-3.8.—-.cos|—-0-— |+ 8.0
10 4y 12 6 ™ 12 6

m
Die mittlere Sauerstoffkonzentration in der Zeit von 0 Uhr bis 10 Uhr betragt 5.3~Tg .

Teilaufgabe 2.4 (4 BE)

Mithilfe des Newton-Verfahrens soll ndherunasweise der Zeitpunkt bestimmt werden, zu dem die
m

Sauerstoffkonzentration erstmals den Wert 1O.O'Tg erreicht. Benutzen Sie als Startwert t = 10,

fihren Sie zwei Naherungsschritte durch und geben Sie das Ergebnis mit 5 Nachkommastellen
genau an.

Bedingung: k(t) =10

Differenzfunktion: d(t) := k(t) - 10 d'(t) = d—d(t)
dt

Gesucht ist die Nullstelle von d(t)

tg:= 10 ty = tg - d|(t0) t; = 12.01038
ty=ty - d(tl) t, = 12.11624
d‘(tl)
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Teilaufgabe 2.5 (2 BE)
Berechnen Sie nun den exakten Zeitpunkt, zu dem die Sauerstoffkonzentration erstmals den Wert

m
1O.O~Tg erreicht. Geben Sie auRerdem den Unterschied zwischen der Néherungslésung aus 2.4

und dem exakten Wert mit 5 Nachkommastellen an.

(10
12-asin| —
19 10
———— + .
™ 12.11712") Losung
k(t) = 10 auflésen,t — =
. (10 19.88288
12-asin| —
19
22 - —M8M8M8M8M8M—
T
. (10
12.asin| —
t (19) 10
= +
exakt o
Unterschied: |t2_texakt = 0.00088
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