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Teilaufgabe 1.0

4
Gegeben sind die Funktionen f, mit f,(x) = ———— mita € IR und der maximalen
1+a-e °
Definitionsmenge Df C IR.
a

Teilaufgabe 1.1 (4 BE)
Bestimmen Sie Df in Abhéngigkeit von a.
a

)

l+ae =0 auflésen,x — —

Bemerkung:

a<o Dy = IR\{ —5—} a>0 D, =IR

Teilaufgabe 1.2 (4 BE)
1
Zeigen Sie, dass jede Funktion f, eine Losung der Differentialgleichung y' = 2.y — E-yz

ist, und bestimmen Sie eine Losung dieser Differentialgleichung, welche die Anfangsbedingung

y(0) = 0.4 erfillt.
4
f(x,a) =

_2.
1+ ae X

Linke Seite der DGL:

—2-X
d 8-a-e
f'(x,a) .= —f(x,a) =
dx —2-X )2
a-e +1
Rechte Seite der DGL:
1 2 8 8 g.a.e 2%
2-f(x,a)—§~(f(x,a)) - T o - 5 - >
ae +1 (a~e_ 2:x 1) (a'e_ 2:x 1)
4 4 2 .
f(0,a) =— > = — auflésen,a —» 9
10 a+1 5
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Teilaufgabe 1.3 (2 BE)

Untersuchen Sie fur a > 0 das Verhalten von f (x) an den Randern von Df .

. 4
lim SE—— —> 4
x>0 1+ae
0
. 4
lim B—— annehmen,a>0 — 0
Xx—>-0 1+ae -
l
oo

Teilaufgabe 2.0

f sei die Funktion fg aus Aufgabe 1.

4
Es gilt also f(x) :=

1+9e

Teilaufgabe 2.1 (5 BE)

Fir die 2. Ableitung f" der Funktion f gilt: f''(x) :=

(Nachweis nicht erforderlich!)

2-X

a

144-¢~ 2'X-(9-e_ 2 _ 1)

(1 +9-e Z'X)B

und Dfr = IR.

Untersuchen Sie, ob der Graph von f einen Wendepunkt besitzt, und bestimmen Sie gegebenen-

falls dessen Koordinaten.

2

f'(x) =0 & 9-e “ X - 1=0auflésen,x —In(3)

Vorzeichen: (9~e_ Zx_ 1) >0 auflosen,x — x <

D
X =1n(3)
Zahler pos | neg
Nenner pos | pos
f'(x) pos | neg
G; Ik | rk
WP
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Wendepunkt:

Nullstelle mit VZW, also
Wendestelle

WP( In(3)/ 2)
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Teilaufgabe 2.2 (5 BE)
Begriinden Sie, dass die Funktion f umkehrbar ist, und bestimmen Sie den Funktionsterm und die

Definitionsmenge der Umkehrfunktion f 1 von f.

_ 9.
( Teilergebnis: f 1(x) = O.5~In( X )

4 — X
4 4 _ox 726 24X
f(x) = ———— fix)=——— 9.6 % (2) =
—-2-X 2 2
9.e +1 - 2-X —2.X
9-e +1 9-e +1
. d 72.6 2%
f'(x) := d—f(x) = >
X _
9.6 2%y 1)

f'(x) > 0fir xe IR = G; streng monoton steigend, also umkehrbar.

Vertauschung der Variablen und nach y auflésen.

2

4
X = v auflésen,y — —

9e¢ Y11

Umformung:

Funktionsterm Umkehrfunktion: u(x) := l~In( 9 j
2

Definitionsmenge:

>0 auflésen,x > 0<x<4 D,=10;4]

4-x
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Teilaufgabe 2.3 (4 BE)

Zeigen Sie, dass der Graph von 1 symmetrisch zum Punkt S(2/In (3)) ist.

Transformationsgleichungen:
X=Uu+2 y=v+In(3)

Koordinatentransformation:

1 9-(u +2)
VvV + In(3) = Eln m

1 [ 9-(u + 2) } 1 [ 9-(u + 2) } 1 1 [9-(u + 2)} 1 (u + 2)
v==idn|———|-In(8) = =:In|]————| - =In(9) = =:In|————=| = =In
2 4—(u+2) 2 4—(u+2) 2 2 9-(2-u) 2 2-u

f(u) ~—l~ln(u+zj
-2 \2-u

Symmetriebeweis:
1 -u+ 2 -1 2+u

f (-u)=—:In =—:n =—f (u)
2 2+u 2 2-u

Teilaufgabe 2.4 (3 BE)

Berechen Sie die Steigung des Graphen von f 1 an der Stelle x = 2, ohne den Funktionsterm der

Ableitungsfunktion von f 1 explizit zu berechnen.

4 _2. _2. 1
f(x) =2 & ——=2 & 2=9.e 2%, 1 o e 2X-=Z
9e¢ <41 9
1 -1
& -2:X = In(g) & X = ?'(In(l) -1n(9)) =In(3)
also: f(In(3)) = 2 bzw. u(2) =In(3) das ware bekannt aus 2.3, namlich das
Symmetriezentrum
f(x) = 2e * M - — m, = 0.5
o _ax 2 U ran(3) us
(9~e + 1)
Nebenrechnung:
In[i) 72&
72.¢2NG) 726 \9 9 8
f'(In(3)) = = = :z =2

2 2 2
S U
ge 941 9
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Teilaufgabe 2.5 (3 BE)

X
Gegeben ist die Funktion F mit F(x) = J f(t) dt mit der Definitionsmenge Dg = IR.
0

Teilaufgabe 2.5.1 (4 BE)
Geben Sie die Anzahl der Nullstellen von F und das Krimmungsverhalten des Graphen von f an.

Begriinden Sie Ihre Angaben.

F()=0 Xg = 0 ist eine Nullstelle.

4 . -
F'(x) =f(x) f(x) = o ist positiv fur x € IR
9-e +1

GF ist streng monoton steigend, also ist x( die einzige Nullstelle.

72.6” 2%
F"(x) = f'(x) f'(x) = — ist positiv fir x € IR

—-2-X

(9~e + 1)

G ist linksgekrimmt.

Teilaufgabe 2.5.2 (8 BE)
Bestimmen Sie eine Darstellung des Funktionsterms F(x) der Integralfunktion F ohne Integral-

zeichen.

[ Hinweis: Beginnen Sie mit einer geeigneten Substitution, z. B. z = 9-e 2toder z=9.e 2%, ]
X
X r 4
F(x) = f(t) dt = | — dt
0 | oe T
0
y 4
Nebenrechung fir: [ —dx
J 9. 2% 1
Substitution:  z=9.e 2% gz | _18.¢” 2% dx = dz
dx (—18-e_ 2 x)
| [ 4 [
einsetzen: | : dz=| ————dz
J z+1 (-2-2) J (z+1)z
Partialbruchzerlegung:
-2 A B Az+B(z+1) (A+B)z+B
= + — = =
(z+1)z z+1 z (z+1)z (z+1)z
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Koeffizientenvergleich: A+B=0 B=-2 = A=2
2 [ 2 z4+1 9e %41
dz = | - —dz=21n = 2:In
(z+1)z J z+1 z z 9~e_2'x
& 2-x 0 2.x
9-e +1 9e +1 9-e +1 10
dt=2-In - 2n =2-n - 2:In| —
9e %1 9.6 2% 9e 9.e °¥ 9
Y0
Lésung ist aquivalent mit:
X
2-X
F(x) ::J f(t) dt—>2-ln(e +9)—2~In(10)
0
Graph von f Graph von F
5T 5T
s
3 3 3T
S S ot
< <
> > 1T
~4-3-2-10 123456

Teilaufgabe 3 (10 BE)

Bestimmen Sie die allgemeine Lésung der Differentialgleichung y' + 2.y = cos(x) mit x € IR.

Inhomogene DGL:
Homogene DGL:

Triviale Lésung:

Differentialquotient:

Trennen der Variablen:

Integration:
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y'+ 2y = cos(X)
y'+2y=0

y=0

mit y = 0

1
| —dy=

J y

J —2dx + k—>|n(|y|): k- 2-x
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Delogarithmieren:

1. Fall:

2. Fall:

mit trivialer Lésung:

Variation der Konstanten:

Ableitungsfunktion:

Einsetzen in DGL:

Vereinfachen:

u(x) = cos(x)

v(x) = e2 X

. 1 2. 1
J' cos(x)-e2 X dx = cos(x)ze2 Xy | sin(x)-z-e dx

u(x) = sin(x)

v(x) = e2 X

. 1 2. 1
J' cos(x)-e2 X dx = cos(x).z.e2 X, Sin(x).z.e

1 . 1 2. 1
(1 + sz’ cos(x)-e2 X dx = cos(x);e2 Xy sin(x)-z-e
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. . k

y=e Ky mitKy=e >0
_ . . _k

y=e -K2 mit K2——e <0

Yh(X) = K-e_z'x mit K € IR

Yp(0) = K(x)-e =

X

Yp(x) =K ()€ 2%+ K(x)-e 2% (-2)

y'+ 2.y = cos(X)

K'(x)-e 2%, K(x)-e 2'X~(—2) +2.K(x)-e 2% - cos (x)

K'(x) = cos(x)'ez'x

K(x) = [ cos(x)-ez'x dx

u'(x) = =sin(x)

2-X

v'(x) = —-e

N |-

2-X

u'(x) = cos(x)

2-X

v'(x) = —-e

N |-

2-X 2

1
4

.
J

2-X

e %.cos (x) dx
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2-X

J' cos(x)~e2'x dx = -(cos(x)»éez'x + sin(x)%ez’xj = eT'(Zcos(x) + sin(x))

als

eZ~x
K(x) = ?~(2-cos(x) + sin(x))

. ) 62~x . -2x_ 1 .
Spezielle Losung: yp(x) = T~(2'cos(x) + sin(x))-e = E~(2~cos(x) + sin(x))

. N _2. 1
Allgemeine Losung: ya(x) =K-e 2:x + E~(2'cos(x) + sin(x))

Teilaufgabe 4 (6 BE)

Bei Untersuchungen dartiber, wie oft Publikationen zitiert werden, verwendet man zur naherungs-
weisen Bestimmung den Funktionsterm z(t), der die monatliche Anzahl der Zitate in Abhangigkeit
von der Zeit t (in Monaten) angibt, und den Funktionsterm z'(t), der die momentane Verande-

rungsrate angibt.Dabei stellt man fest, dass gilt: z'(t) = X\ -z(t).

Von einer Publikation wird nun Uber einen gréReren Zeitraum die Anzahl der Zitate pro Monat erfasst.
Dabei ergibt sich: z(6) = 950 und z(10) = 900.

Bestimmen Sie z(t), wenn fir z(t) obige Differentialgleichung gilt.

Gegebene DGL: =Xz
. . . dz
Differentialquotient: — =Xz
dt
. dz
Trennen der Variablen: — = X-dt
z

Integration: | le:J >\dt+k—>ln(|z|)=k+>\~t
J z

Auflosen nach |z| : |z| = R

Da z > 0 gilt fur die allgemeine Lésung: z(t) = K.e>"t

Einsetzen der Anfangsbedingungen:

z(6) = 950 K-e™® = 950 (1)

z(10) = 900 k-e™10 = 900 (2)
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(1) 6-210-X 950 950
- e = — 4 X=In| —
(2) 900 900
19
In| —
1 950 (18]
AN=-—In| — = —— =-0.0135
4 900 4
. . . 9025/ 38
eingesetzt in (1) K~e>‘ 6 950 auflésen,K — T = 1030
Partikulare Lésung: z(t) := 1030-e 0.0135-1

1.1x10%
1x10™]
900]
800]
700]
600]
500]
4001
300]
200]
100]

Anzahl der Zitate

0 10

20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130140150160170180190200

Zeit t in Monaten
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