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Teilaufgabe 1.0

X
Gegeben ist die Funktion f, mit f, (x) = In( 5 j mita € IR+ und der maximalen Definitions-
-a

X_

menge Df cIR.
a

Teilaufgabe 1.1 (7 BE)
Bestimmen Sie Df in Abhéngigkeit von a und untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte
a

f5 (x) an den Randern der Definitionsmenge. Geben Sie die Gleichungen aller Asymptoten des
Graphen von f, an.

[ Teilergebnis: Df =IR\[O0; 2-a]]
a

D
X 0 X 0 Xo(a) = 2-a
> = =2
X—-2-a 1 2
Graphische Lésung der Ungleichung Definitionsmenge:
D, =]-0;0 2a;
x#0 X#2-a fa Jreoi 0L U J2ai eo |
| |
Zahler neg | pos | pos
Nenner neg | neg | pos
Bruchtterm  pos | neg pos
f(x) |nicht def. |
1 1
T T
X X
lim In( j -0 lim In( j -0
X — — 00 X-2-a X — 00 X-2-a
0 ot
1
. X . X
lim -0 lim In( j — —00
x>0 X—22 X—>0 x-2a
l
—(2-a)
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2-a
o0

f 1

. X

im o 7 lim In( X j—)oo

X-2a
X—>2a X—>2'a+ X —2-.a
l
ot
Horizontale Asymptote: y=0 Vertikale Asymptoten: X7 =0 Xy = 2-a

Aufgabe 1.2 (5 BE)
Zeigen Sie, dass der Graph von f, symmetrisch zum Punkt S(a / 0) ist.

u v
Hinweis: In(—j =-In (—) (ohne Beweis verwenden)
v u

Transformationsgleichungen: X=U+a y=v
. . u+a u+a u+a
Koordinatentransformation: v =In =1In f (u)=1In
u+a-2a u-a u-a

-u+a -u-a u+a
f (-u) :In( j :—In( j :—In( j =—f (u)
-u-—a -u+a u-a
Aufgabe 1.3 (6 BE)
Ermitteln Sie f';(x) und das Monotonieverhalten des Graphen von f,.

Zeichnen Sie fur den Fall a = 1 den Graphen der Funktion f; mit den Asymptoten in ein kar-
tesisches Koordinatensystem mit -2 <x <6.
-2-a

Teilergebnis: f',(X) = ————
J a) X-(x — 2-a)

falx) = '(2) v Vv

Xx—-2a (x-2a-x x-2a-xX -2-a

f' (X) = = =
a
X (x - 2-a)2 X-(x—-2-a) x-(Xx-2-a)
v
Zahler negativ, weil a>0, Nenner positiv, wegen ID = f'(x) <0 =
G; ist streng mon. fallend in ] —oo; 0 [ und G; ist streng mon. fallend in] 2.a; oo [ v J
D
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4 v
x1l:=-2,-15..-05 x2:=25,3..6
. 1 \\\\ x1 = f(x1) =
5 ® -2 -0.7
$ 2 -1 jo 1 R 3 4 5 6 -1.5 -0.8
=~ q

-1 -1 -1.1

~ -0.5 -1.6
- X2 = f(x2) =

=4 2.5 1.6

3 1.1

x-Achse 35 08

4 0.7

4.5 0.6

5 0.5

5.5 0.5

6 0.4

Aufgabe 1.4 (6 BE)
Der Graph von f, schlief3t mit der x-Achse und den Geraden mit den Gleichungen x = 3-a und

X = 4-a eine Flache ein. Zeigen Sie, dass fur die MaRzahl dieser Flache gilt:

Aa-3a|n(£)
(a) = 3-an|

r4'a « 4.a
A= In( jdx:J (In(x) = In(x — 2-a)) dx
3.a

F(x) = Jlf In(x _Xz'aj dx

j —2-a
u'(x) = ————

X-(X — 2-a)

u(x) = In(

X—2-a

v(x) =1 V'(X) = X

X r -2-a X
F(x):x~ln( )— | dx:x~ln[ j+2'a-ln(|x—2~a|)
X-2-a J X—-2a X—-2a
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Grenzen einsetzen:

A=F(4-a) - F(3-a)

4.a
A=4-aln| ——
4.a-2-a

j+ zain(j4a-2.4|) - (3.(3_

3-a-2a

j +2.aln(|3-a- 24 )j

A=4.aln(2)+ 2-aIn(2-a) - (3-a-In(3) + 2:a-In(a))
A=4.aln(2)+2-alIn(2) + 2-aIn(a) - 3-a-In(3) - 2-a-In(a)
A=a(4In(2) + 2:In(4) - 3-In(3))

A=a(6In(2) - 3:In(3)) = 3-a-(In(4) - In(3)) = 3.a.|n(§j

Aufgabe 2.0

Gegeben ist weiter die Funktion g, mit g, (x) = arctan(f(x)) in der Definitionsmenge Dg = Df
a a
mit der Funktion f, aus Aufgabe 1.

Aufgabe 2.1 (6 BE)
Ermitteln Sie g',(x) sowie die Wertemenge von g,

g4(x) = arctan(f(x))

D
§'a(0) = ————f(x) = - —
a0 = ————- = .
1+(f(x))2 « 2 x-(x - 2-a)
1+1In
X—-2a
1
— >0 a>0 f'(x) <0
1+ (f(x)
g'ax) <0 also ist Gg streng monoton fallend in] —co; 0 [undin] 2-a;00 [
a
. X
lim arctan(ln( D = arctan(In(1)) =0
X — — 00 X—-2-a
. X
lim arctan (In( D = arctan(In(1)) =0
X — 00 X—2-a
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X
lim In annehmen,a>0 — -
Xx—>0 X-2-a

X i
lim arctan| In annehmen,a>0 —» —
X0 X—2-a 2

lim N In( j annehmen,a>0 — o
X > 2-a x-2a

. X 0
lim N arctan(ln( D annehmen,a>0 — —
X —2-a x-2a 2

- T
Wertemenge: W=]—;0[U]O0; —]
2 2
[]
Graphvongmita=2
7 2ial .
15 Q""""""?'
|
0.5T l

y-Achse

x-Achse
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Aufgabe 2.2 (7 BE)
Begrinden Sie, dass g, umkehrbar ist. Bestimmen Sie einen Funktionsterm h(x) der zuge-

hérigen Umkehrfunktion h,. Geben Sie auch die Definitionsmenge von h an.

; O[und

Gg ist streng monoton fallend im Intervall ] —oo; O[ Mit W =] 7
a 1

: . . 'n'
Gg ist streng monoton fallend im Intervall] 0; co[MitW =] 0; > [.
a 2

w nw,={} also ist g, umkehrbar.

y = arctan| In X Vertauschung der Variablen: X = arctan| In y
X-2-a y-2a

& tan (x) = In y & etan(x) -
y-2a y-2a
- y.etan (x) 2.a.etan (%) -y - y.(etan(x) _ 1) _ 2.a.etan(x)
2'a'etan(x)
RO
e an(x) 1
. tan (x)
Umkehrfunktion: h(x,a) := zae
tan(x)
e -1
D
) Definitionsmenge: Wertemenge:
Graphenvongund hmita=2
ar |
T\c 2 DI =] = 0] W1, =] -00: O
hz 2 el
D2 =]0; X W2, = 10; oof
| = , = , 00
: h 2 h

y-Achse
[ |
®

x-Achse
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Aufgabe 2.3 (7 BE)

Bestimmen Sie fur a = 1 die Steigung des Graphen von h4 an der Stelle x = % ohne die Um-

kehrfunktion h1 selbst abzuleiten.

g1(x) = arctan(ln( X D 9'1(x) = L —2
X—2

)
1+1|In
X—-2

Berechnung des Urbildes:

X T X T X
arctan| In = — & In =tan|—|=1 <& e &
X -2 4 X — 2 4 X=2

g,(z-ej_ 1 -2

1 = .

e-1 2.6 2 2e [ 2e s
e—1 e-1\e-1

1+|In

[ 2e ) 1 -2
Y1le 1 oo 2 2 (2e-2e+2
()] S

2-e-2e+2

1+(In(e))2 2~e. 2 2 2-e 4 e
e-1e-1

,(2-ej 1 2 _1.—(e—1)2_—_1.(e—1)2
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Aufgabe 3

Bei einer chemischen Reaktion vereinigt sich ein Molekil A mit einem Molekil B zu einem
neuen Molekil AB. In einem Laborversuch sind zu Beginn der Reaktion von beiden Molekdl-
arten jeweils M Molekile vorhanden. Die Umsatzvariable N(t) beschreibt die Anzahl der neuen
Molekile zum Zeitpunkt t mit t > 0.

= k-(M = N(1))%

dN(t
Fur N(t) gilt in guter Naherung die Differentialgleichung d'f )

wobei k > 0 eine Konstante ist.

Aufgabe 3.1 (5 BE)
Ermitteln Sie die spezielle Losung der separierbaren Differentialgleichung fir N(0) = 0.

[ Mdgliches Ergebnis: N(t) Mt |
i is: =—
: 2 kMt—1
Gegebene DGL: Z—N =k-(M - N)2
t
. dN
Trennen der Variablen: —— =k-.dt N:= N
M- N)?
. 1 1
Integration: — dN= kdt+c—>——=c+k-t
2 M- N
J (M -N)
i 1 1
Auflésen nach N: =k-t+ c auflésen,N — M —
M-N c+kt
Allgemeine Losung: N(t) =M -
c+k-t
. 1 ) 1
Anfangsbedingung: N(0) =0 = M - — =0 auflésen,c — M
c
1 M M-(1+ktM)—M  k-M>t
Nt) =M - ——— =M - = =
1 1+kt-M 1+kt-M 1+k-Mt
— + k-t
M
2
Partikulare Lésung: N(t) = kMt
1+ k-M-t
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Aufgabe 3.2 (3 BE)
Berechnen Sie in Abhangigkeit von k und M, zu welchem Zeitpunkt ty N(t) 99% des Endwertes

erreicht hat.

[+]
2
k-M™tg i 99.0
N(to) =0.99-M o ———— =0.99-M auflésen ,tg — ——
1+k-Mtg M-k
(= 99
07 Mk

Aufgabe 4 (8 BE)

Bestimmen Sie fir x €] —g ; 2 [ die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y'-cos(x) + y-sin(x) — 2-cos(x)-sin(x) =0
mit der Methode der Variation der Konstanten.

Homogene DGL: y'-cos(x) + y-sin(x) =0
sin(x) dy  sin(x)
cos (x) dx cos (x)
Triviale Lésung: y=0
( sin(x)

Trennen der Variablen: | dy = | dx mit y = 0

1 _
J y J cos (x)

In(Jy|) = In(cos (x)) + k ohne Betrag, dax €] —

N A
N3

|y| _ eIn(cos(x))+k _ ek-cos x)
Mit trivialer Losung: Yh(X) = K-cos(x)

Variation der Konstanten: yp(x) = K(x)-cos (x)

y'p(x) = K'(x)-cos (x) — K(x)-sin(x)
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Einsetzen in DGL:
(K'(x)-cos (x) — K(x)-sin(x))-cos (x) + K-cos(x)-sin(x) = 2-cos (x)-sin(x)
Vereinfachen:

K‘(x)~(cos(x))2 = 2-cos(x)-sin(x)

sin(x)

K =2 cos (x)

K(x) = -2-In(cos (x))

yp(x) = (-2-In(cos(x)))-cos (x)

ya(X) = yp(X) + yp(x) = K-.cos(x) — 2-In(cos(x))-cos (x)

Graphische Darstellung in der Prufung nicht verlangt.

y1(x, k) := k-cos(x) y2(x, k) := k-cos(x) — 2:In(cos (x))-cos (x)
D
Homogene DGL Inhomogene DGL
3T 3T

] ]
0 n
= | =
2 ' 2
< 2 <
-3 -3
x-Achse x-Achse
—k=2 —k=2
—-k=1 —-k=1
—k=0 —k=0
— —k=- — —k=-
—k=-2 —k=-2
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