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Teilaufgabe 1.0

a-X
1+a-x)-e
Gegeben sind die Funktionen f, mit f,(x) = % sowie die Integralfunktion F, mit

2 2-a-
1+x -e ax

X +
Fa(x) :J fa(t)dt mitx €lRunda € IR .
0

Teilaufgabe 1.1 (9 BE)
Bestimmen Sie die Nullstelle von f, und durch eine geeignete Rechnung das Verhalten der Funk-

tionswerte f, (x) an den Randern der Definitionsmenge in Abhangigkeit von a.

-1
fa(x) =0 & l+ax=0 & xoz:
_ 1+ax) e
lim T sax annehmen,a>0 — 0
X > -0 14x°.e° 2%
_ 1+ax) e
lim T 2ax annehmen,a>0 — 0
X >00 14 x°.e7 2%
Schritt fur Schritt:
oo
L'Hosp.
1
(1+ax) e _ ae? 1 (1+ax)-aer”
lim > oax = lim > > > =
X—>0 1+X -e ax X—>00|2.Xx-e ~a-x+x .2.a-e ax
l
oo
oo
T L'Hosp.
2 2
. a+a+a -x . a
= lim > = lim > =0
X — 00 ea'x-(zx +2-a-x ) X — 00 a-ea'x-(z-x +2-ax ) +e2X.(2+ 4ax)
! ! ! !
oo oo
oo oo
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0 Nebenrechnung 1

1
1+ax) e ,
lim = lim — =0
X —> —00 1+X2e2'ax X —> —00
l

0 Nebenrechnung 2

Nebenrechnung 1: et
T L'Hosp.
. 1+ ax a
lim [(1+ a-x)-e X] = lim = lim —
X — — 00 X > -o00| g &% X —> -0 —g.e
L !
oo
oo
oo oo
Nebenrechnung 2: 1 L'Hosp. 1
2
) 2 2.ax) _ . X _ 2:x
lim X -e = lim — | = lim _
X = —00 X = —oo | g 2 X —00 _p.a.e 23X
! !
oo oo
. 2
= lim — =0
X =5 — 00 4.a2_e—2-a-x
l
oo
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Teilaufgabe 1.2 (4 BE)
Ermitteln Sie die x-Werte, fur die der Graph von f, oberhalb bzw. unterhalb der x-Achse verlauft.

Das Vorzeichen von f, (x) wird bestimmt durch den Term 1 + a-x.

annehmen,a>0

1
l1+ax>0 . - — <X
auflésen, x a

annehmen,a<0 1

l1+ax<0 . - — <X
auflésen, x a

1 1
Gf liegt oberhalb der x-Achse fur x > —, Gf liegt unterhalb der x-Achse fir x < ——.
a a a a

Teilaufgabe 1.3 (5 BE)
Bestimmen Sie, ohne die Integration durchzufiihren, das Monotonieverhalten und eventuelle Extrem-
stellen des Graphen von F, und deren Art.

F'a(x) =fa(x)

. . N 1
ist streng monoton steigend fur x > —.

1
G_ ist streng monoton fallend fir x < ——, G
a a Fa a

F

-1
Der Graph von F besitzt an der Stelle x = — st einen Tiefpunkt.
a

Teilaufgabe 1.4 (5 BE)

Zeigen Sie, dass die Funktion h, mit h, (x) = arctan (x-ea'x), x €IR, a€ IR’ eine Stammfunktion

der Funktion f ist, und begriinden Sie, dass gilt: F; = h

a
a-X
h4(x) = arctan (x~e )
a-X
. 1 a-x ax) (L+ax)e
h a(X) = 2 -(e + a-X-e ) = Tax = fa(X)
1+(X'ea~x) 1+x"-e
[‘X
(1 + a't)'ea.t a-X
Fa(x) = | > oan dt F4(x) = arctan\x-e —arctan(0) = h4(x)
1+t
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Teilaufgabe 1.5 (7 BE)
Geben Sie fur Fq = h4 die Nullstelle und fur den Graphen von F4 die Koordinaten und Art des Ex-

trempunkts an. Zeichnen Sie den Graphen von Fq im Bereich -3 <x <3 unter Verwendung aller

bisherigen Ergebnisse (1-LE = 2-cm).

h1(x) := atan (x ~ex)

h1(x) =0 Nullstelle: Xg=0
Tiefpunkt: xT=-1 h,(-1) — —atan (e_ 1) =-0.353
. T= 1 - = -0.
Graph von hl
or
2 1
<
Q
<
> : : : : : :
-3 = 0 1 2 3
-1
x-Achse

Teilaufgabe 1.6 (3 BE)

Berechnen Sie  lim  F4(x) .
X — o0
Welcher Flacheninhalt lasst sich mithilfe dieses Grenzwertes angeben?

oo

r

lim  Fq(x) = lim atan(x~ex) =
X — o0 X — 00

2

Der Graph von f; und die x-Achse begrenzen im 1. Quadranten des Koordinantensystems eine
Flache, die sich nach rechts ins Unendliche erstreckt. die Ma3zahl des Flacheninhalts dieser Flache

i
betragt — .
2
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Teilaufgabe 2 (6 BE)
Gegeben ist die Funktion g mit g(x) = X -/ e2 _e“mitx € [0;2].
Aus einem hinreichend dicken Holzstiick wird ein Korper gedrechselt, dessen Langsschnitt von dem

Graphen von g und dessen Spiegelbild bezuglich der x-Achse begrenzt wird.
Berechnen Sie die MalR3zahl V des Volumeninhalts.

2 2
V= 'rr-J (g (x))2 dx = 'rr-J xz(e2 - ex) dx

0 0

x1:=0,0.01..2
Axialschnitt
3T
of
1+
]
(%)
< N |
2 T ] 1
£ R 1 o2 3
\ ]
1T ‘\ "
\ ]
\ ]
| \ !
— \ ’l
\_/
— 3—-
x-Achse
Nebenrechnung:

J' x2~ex dx = x2~ex - I 2-x-eX dx = x2~ex - 2'x~ex + J' 2~eX dx = x2~ex - 2'x~eX + 2~ex

u(x) = x2
v'(X) = e
V = 7(.|:ez.

23
3

u'(x) = 2-x u(x) = 2-x u'(x) =2

v(x) = " v'(X) = e v(x) = "

- ( 2~e2 - 2-2-e2 + 2~e2 - 2~e0)} = ’T\'~|:§'62 - (Z'e2 - 2)} = ﬂ.(z + %-ez)
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Teilaufgabe 3

In der folgenden Aufgabe soll die Differentialgleichung fir die Teilchenzahl n(t) der Tochter-
substanz eines radioaktiven Mutter-Tochter-Zerfalls untersucht werden. Von der radioaktiven
Muttersubstanz mit der Zerfallskonstanten Xy, > 0 liegen zur Zeitt = 0 N0 Atome vor.

Die ebenfalls radioaktive Tochtersubstanz zerfallt mit der Zerfallskonstanten At =0.

Fur die Teilchenzahl n(t) der Tochtersubstanz gilt fur t > 0 folgende Differntialgleichung:
YR
n'(t) =X g e = A7-n(1).

Teilaufgabe 3.1 (6 BE)
Bestimmen Sie die Losung n(t) fir Xy, = Ay = X mithilfe der Variation der Konstanten, wenn gilt:

n(t) = 0.

Mgt
Gegebene inhomogene DGL.: n' =X \y-Ng-e M= _ AN
Mit Mg = A = = aNge Mo
M T : = n'=X-Ng-e n
. . -\t
Inhomogene DGL: n'+ X-n=XNge
Homogene DGL: n"+Xxn=0
. . . dn
Differentialquotient: — =-\n
dt
. dn
Trennen der Variablen: — = -\t
n
| [
Integration: | —dn= —>\dt+k—>ln(|n|):k—>\~t
J n
Dan>0 n=e MUK

Allgemeine Losung des homogenen Systems:  n(t) = Ke M

Variation der Konstanten: ng(t) = K(t)-e A

Ableitungsfunktion: n'g(t) = K'(t)-e At + K()-e >"t.(_>\)

Einsetzen in die inhomogene DGL.: n' + X\-n= )\~N0~e_ M

k@me Mk e My alkme ™ = ANge Mo kme M= Ngae M
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= K' () = Np-X

= K(t) = J( Ng-h dt

Integration: K(t) = Ng-2t
Allgemeine Lésung des inhomogenen Systems:

A At

na() =K-e ty No-X-t-e

Bestimmung von K durch Einsetzen der Anfangsbedingung: nA(o, K)=0

K:=K K'eO + NO~>\'O~eO =0 auflésen, K — 0

Partikulare Lésung: np(t) = N0~>\~t-e_ M

Teilaufgabe 3.2 (8 BE)
Losen Sie nun obige Differentialgleichung fur n(t) fur Xy, # X, wenn ebenfalls gilt: n(t) = 0.

A Mgt =yt
M
[ Ergebnis: n(t) = ﬁ-No(e M= e T )]

T~ ‘M
)\T * )\M
, ~ 't
Gegebene inhomogene DGL: n'=X\y-Ng-e ~ AN
Homogene DGL: n'+Xr-n=0
. : . dn
Differentialquotient: — =-A\pn
dt
. dn
Trennen der Variablen: — = Apdt
n
| [ 1
Integration: | =dn= [ Apdt+ ko In(|n]) =k -t
oo
- )\Tt+k
Dan>0 n=e

- At
Allgemeine Lésung des homogenen Systems: nH(t) = K.e T
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D W
Variation der Konstanten: ng(t) = K(t)-e T
. . ~ Ayt ~ Ayt
Ableitungsfunktion: n's(t) = K'(t)-e + K(t)-e '(_>‘T)
. o Mt
Einsetzen in die inhomogene DGL.: n'+ Xt-n=X\-Ng-e

At — Ayt

K'(t)-e | +K{t)-e ~(—)\T)+>\T-(K(t)~e_ XT’I) :>\,\,|-|\10-e_x'\"'t

Vereinfacht und aufgeldst:

-t —-t-\ tAN —tX
K'(t)-e T = NoXwv-€ M auflésen,K'(t) — Ng-Xp-e T~e M

t (NN
= K(t) = J Ng-Ay-€ () dt
t-(Mw)
Integration: ( t-(Mw) No-xm-e
N0>\Me dt =
AT - M
t-(Mw)
NoA\wv-€
K(t) =
AT -\
Allgemeine Lésung des inhomogenen Systems:
t-(M>w) t-(~w)
~ At NoXv-€ At ~ Ayt NoX\v-€
na(t) =K-e + -e =K-e +
AT -\ AT -\
et )\M N\ j -t
na(t) =K-e T + ——Nge M
AT\

Bestimmung von K durch Einsetzen der Anfangsbedingung: nA(o, K)=0

0 M 0 ) No-Am
K:=K K-e” + —-No'e =0 auflésen , K —» ——
AT -\ AT - A\
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A It A “ Mgt
M M
Ng-e T +————Ng-e M

Partikulére Lésung: n(t) = -
AT -\

AT~ A

A At =2yt
M
n(t)=———-N -(—e T e M)
ANy O
T~ M

Teilaufgabe 3.3 (8 BE)
Begrinden Sie fur den Fall Xy, # Xy in Abhangigleit von Xy, und Ay ohne Verwendung von n'(t),

dass n(t) ein absolutes Maximum besitzt.
Berechnen Sie nun den Zeitpunkt t,,,, mithilfe von n'(t).

Definitionsmenge von n(t): t€e[0; oof
linker Randwert: n() =0
0 0
T T
A At =yt
rechter Randwert: lim —M-No(—e T +e M =0

t = 00| M~ M

Funktion ist stetig und besitzt auf dem linken Rand sowie auf dem rechten Rand den Funktionswert
Null, d. h. es muss ein absolutes Maximum geben.

Ableitungsfunktion: n'(t) = ———Np-(Ay-e - A\v-e
AT- XN
T M
Horizontale Tangenten: n'(t) =0
— At - At
-~ )\Te — )\M e =0
— At -yt
-~ )\Te T = >\Me M
A e At
© N et
M e T
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[

A D W D Y.
Modellfunktion zu: n() = —M.NO.(_e T +e M )

Teilchenzahl der Tochtersubstanz

Zeit t
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