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Abiturprifung Berufliche Oberschule 2005 I made with
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Teilaufgabe 1
Gegeben ist die Schar der reellen Funktionen f, mit k € IR™ und der Definitionsmenge

2-|x|
ka=] —k; k[ durch fi (x) =

k2 = x2
Teilaufgabe 1.1 (5 BE)
Geben Sie die Nullstelle von fi an und bestimmen Sie das Symmetrieverhalten des Graphen von fj..
Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte f (x) an den Randern der Definitionsmenge und

geben Sie die Gleichungen der Asymptoten der Graphen von f, an.

fi (x) =0 < 2:|x|=0 & X0 =0
i (-X) = 2| I x| = fi () o G; ist achsensymmetrisch zur y-Achse.
- (02 i@
. 2:|x|
lim ———— annehmen, k>0 — o
x > k" k2 _ X2
. 2:|x|
lim ———— annehmen, k>0 — o
X >k k2 _ X2
Senkrechte Asymptoten: Al x=-k Ayl x =K

Teilaufgabe 1.2 (6 BE)
Ermitteln Sie die maximalen Intervalle, in denen der Graph von fi streng monoton steigt bzw. fallt.

Bestimmen Sie dann die Art und die Koordinaten der lokalen Extrempunkte des Graphen von f .

-15
[ Teilergebnis: f' (x) = 2'k2-(k2 - x2)

fir x >0]
_ 2-X )
fk(x)— —— if 0<x<k
2 2
km - x
—2-X .
— if -k<x<0
2 2
km - x
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Far x >0
-1
2
oo (2-\/ kz—Xz)—Z- %'(kz_xz) (-2-x) _ 2(kz_xz o2 _ 912
k k2—X2 (k —)(2 k2—x (k2—x2)15
o 2k )
() = W if O0<x<
k™ —x
_2'k215 if k<x<0
12 -2

Da f stetig istin ka gilt:

Gfk ist streng monoton fallend fir x €] —k; 0] und streng monoton steigend furxe [ 0; k.

Lokaler und globaler Tiefpunkt T(0/0).

Teilaufgabe 1.3 (4 BE)
Zeichnen Sie unter Verwendung der bisher gefundenen Ergebnisse den Graphen von f; sowie seine

Asymptoten in ein Koordinatensystem (1-LE = 2-cm).
Berechnen Sie dazu die Funktionswerte zu den Abszissenwerten +1, +2, + 2.5.

2:|x|
f(x) :=
32 - X
i Xd = f(Xd) =
! 2.5 3
i 2 1.8
' -1.5 1.2
| -1 0.7
% ]
g : -0.5 0.3
Ay i 0 0
! 0.5 0.3
i 1 0.7
4 :3 4 1.5 1.2
I 2 1.8
2.5 3
x-Achse
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Teilaufgabe 1.4 (5 BE)
Im ersten Quadranten wird vom Graphen der Funktion fy, der zugehérigen Asymptote und der

x-Achse eine Flache begrenzt.
Ermitteln Sie die MaRzahl des Flacheninhalts in Abhangigkeit von k.

b

Flachenmaf3zahl: A(k) = lim [ 2 dx
bk J k2 _ X2

0
Bestimmung der Stammfunktion:
Substitution: zZ= k2 - x2 E =-2-X dx = dz

dx -2-X
— 41
2-X -1 1

[ dx=| —=dz= z 2 :—2~ﬁ:—2 k? - x?

AK) = lim [—2.\/ K2 - b2 - (-2-\/ K% - 02)] =24 K? = 2.k

bk

Teilaufgabe 1.5 (5 BE)

X
Gegeben ist die Funktion Fj mit Fy (x) = J' f () dtmit k>21undx € [ —k; Kk].
=1
Bestimmen Sie in Abhangigkeit von k die Anzahl der Nullstellen von F) sowie das Krimmungs-

verhalten des Graphen von Fy.
-1

Fr(-1) = J f () dt=0 = es gibt eine Nullstelle: x;=-1
-1

F'k (X) = fk (X)

f(x) >Ofurallex €] —k;k [\ {0}

= Gf ist streng monoton steigend in x €[ -k ; k]
k

fi (x) ist stetig fur alle x €] —k; k[

= es gibt genau eine Nullstelle x; = —1von Fk
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F”k(X) = f'k(X)

fi(x) <Ofurxe] —k; 0] = Gfk ist rechtsgekrimmt in xe€] —-k; 0].

fi(x) >0furxe [ 0; k[ = Gfk ist linksgekrummtinxe[ O; k [.

[

Graphische Darstellung (in der Priifung nicht verlangt):
k:=3

Graph der Integralfunktion F

y-Achse

Teilaufgabe 2.0
(x - 5)'|x + 1| -(x — a)

x2— 2-x—15

mit a € IR und der

Gegeben sind die reellen Funktionen h, mit h(x) =

in IR maximalen Definitionsmenge Dh .
a

Teilaufgabe 2.1 (5 BE)

Bestimmen Sie Dh und die Art der Definitionsliicken in Abhéngigkeit von a.
a

Nullstellen des Nenners:

-3
x2—2~x—15:0auflbsen,x a(sj = ka:IR\{—3;5}
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(x - 5)~|x+ 1| -(x —a)
(x+3):(x-5)

ha(X) =

Fir alle a € IR ist x = 5 stetig behebbare Definitionslicke.
Fir a = -3ist x = -3 stetig behebbare Definitionslucke.

Fir a = -3ist x = 5 stetig behebbare Definitionsliicke und x = -3 Polstelle mit VZW.

[

(x—5)~|x+ 1|-(x—a)

h(x,a) :=
(x+3)(x-5)
|x+1|~(x—3)
h(x,-3) = |x + 1 h(x,3) =
X+ 3
a=-3 a=3
y 20T
'18p
1161
|14t
: K
> < :
> G
V4T
Voot
“8-6-4-202 4 6 —10&&%— 2 4 6
L S
x-Achse
x-Achse
|x+1|-(x+1)
hx,-1) = ————
X+ 3
a=-1
\j; i
]
' ot
]
]
o ] 6T
n ]
5 -
S : /
> A
-8-6-4f2 |0 2 4 6
] =31
)
I: —_ 6
x-Achse
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Teilaufgabe 2.2.0
|x + 1| (X - a)}

Gegeben sind weiter die reellen Funktionen g, mit g (x) = arctan{ :
X +

mit D =IR\{ -3}.
Ja

Teilaufgabe 2.2.1 (7 BE)
Bestimmen Sie die Nullstellen von g und das Verhalten der Funktionswerte fir x — + co und

x — -3 in Abhangigkeit von a fir a > -3.

() =0 - |x+1|-(x—a)_0
9a X+ 3

Fir a= -3ist Xg=-1 eine Nullstelle.
Fir a=-1ist Xg=-1 eine Nullstelle.

Fir az -3 Ana=-1ist X1 =-1 eine Nullstelle und Xo=a eine Nullstelle.

i [|x+1|-(x—a)} 0
lim arctan| —m@M@M8M8m8 | —» —
X = — 00 X+3 2
. [|x+1|~(x—a)} s
lim arctan| ——— | —»> —
X —> 00 X+ 3 2
a>-3
i —|x+1|~(x—a)_ T
lim arctan| —— | annehmen,a>-3 — —
X —> -3 X+ 3 2
i —|x+1|~(x—a)_ T
lim arctan| —— | annehmen,a>-3 — —
X - -3 X+ 3 | 2
a=-3
lim arctan(|x + 1|) — atan(2)
X -3
lim arctan(|x + 1|) — atan(2)
X > -3
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Graphische Darstellung (in der Priifung nicht verlangt):

MXAM:NMm{W_5)h+H(X—@}

(x+3):(x-5)
. Ix + 1] -(x + 1)
g(x,-3) = atan(|x + 1|) g(x,-1) vereinfachen = atan —3
X +
a=-3
37
2.5T
) ai )
(D] (]
S S
< <
> >
“8-6-4-2 02 4 6
x-Achse x-Achse
. |x + 1] -(x - 3)
g(x,3) vereinfachen = atan| ————
X+ 3
a=3
127
——? 1.5t
P ]
3 1 0.5]
= |
<
T —1&8—6—1; |
1 fat
]
1.5T
]
C ol
x-Achse
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Teilaufgabe 2.2.2 (10 BE)
Begrunden Sie, dass g an der Stelle x( = —1 stetig ist, und ermitteln Sie die maximalen Mono-

tonieintervalle sowie Art und Koordinaten der lokalen Extrempunkte des Graphen von gs.

2
. : X +6Xx-7 .
[ Teilergebnis: g'5(x) = > fur x >-1]

(x + 3)2 + (x2 —4.X — 5)

|x+ 1|~(x—5)
g(x,5) = atan|———— =
X+ 3
X+ 1) (x-5
LFall:  x+1>0auflésen,x — -1<x = g1 := atan[—( )(3 )}
X +

Rechtsseitiger Grenzwert:

. —(x+1)-(x-5)
lim atan| —— | -0
X—-1 X+3
—(x+1)-(x -5
2.Fall:  x+1<0auflésen,x —x<-1 = go(x) = atan[—( ) (3 )}
X +

Linksseitiger Grenzwert:

—(X + 1)-(x — 5)} o

lim atan
X > -1 X+ 3

Funktionswert: g(-1,5) =0

Das heif3t: Gg ist stetig an xg = -1

X>-1

x+1+x—5_(x+1)-(x—5)

, d X+3 X+43 (x4 3?° (X - 1)-(x + 7)
9'1(x) =—0gq1(x) = > 2 =2 3 5
dx (x+1)7(x-5) L X —8x +7x +46-x+34
+
x + 3)°

(x + 1)2-(x - 5)2 + (X + 3)2 vereinfachen — x4 - 8~x3 + 7~x2 +46-x + 34

Der Nenner ist als Summe zweier Quadrate positiv.

(x=1)(x+7)>0Ax>-1auflésen,x — 1<x
(x=1)(x+7)<0Ax>-1auflésen,x —»-1<x<1

G; ist streng monoton fallend fur x €[ —-1; 1] und streng monoton steigend fir x €[ 1; oo [.
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x<-1
x+1 x-5 (xX+1)(x-5)

+ —
, d X+3 X+3 (x4 37 (X - 1)-(x + 7)
g'o(X) :=—0o(x) = — > 2 R 3 2

dx (x+1)7-(x-5) L X —8x"+7x +46-x+ 34
+
(x + 3)°

(x + 1)2-(x - 5)2 + (X + 3)2 vereinfachen — x4 - 8~x3 + 7~x2 +46-x + 34

Der Nenner ist als Summe zweier Quadrate positiv.
—(x=1)(x+7)20Ax<-1auflésen,x — -7<x<-1
—(x=1)-(Xx+7) £0Ax<-1auflédsen,x — x<-7

G; ist streng monoton fallend fur x €] —oo; —7], streng monoton steigend fir x €[ -7; -3[ und

streng monton steigend fir 1-3; -1]
Der Graph von 9 besitzt bei x4 = —7 einen Tiefpunkt T1' bei x, = —1 einen Hochpunkt H und bei

Xg =1 einen Tiefpunkt T2.

T, ( =7/ arctan(18)) H(-1/0) T, ( 1/ —arctan(2)

Graphische Darstellung (in der Priifung nicht verlangt):

|x + 1| (X - 5)}

g(x,5) vereinfachen = atan[
X+ 3

y-Achse

]
]
]
]
]
~10-8-6-4-410 2 6 8 10
:
]
]
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Teilaufgabe 3 (5 BE)
Ein Metallstiick ist auf der Drehbank so bearbeitet worden, dass danach sein Profil durch die Terme

p(x) = x-ez_x und g(x) = —x-ez_x , X € IR beschrieben wird. Die Rotationsachse ist die x-Achse.
Das Metallstiick wird anschlief3end bei x = 1 und bei x = 3 senkrecht zur Rotationsachse abge-

schnitten. Berechnen Sie die MaRzahl des Volumens dieses Rotationskoérpers auf zwei Nach-
kommastellen genau.

p(x) = x-e27X q(x) = —x.e2

[

Axialschnitt Volumenmalfzahl V:

| 3
2-/\ V= w-J (p(x))* dx
17 | 1

. 1
_ot i

-3 !

y-Achse

Stammfunktion J bestimmen:

J(x) = J (x-ez_x)2 dx = I xZ.e* 72 gy

1. Partielle Integration:

u(x) = x2 u'(x) = 2-x
V'(X) = et 2 X v(x) = —?1.64_2«

-1 _2. 2.
J(x) :?-x2~e4 2 X+[ x~e4 2 X dx

2. Partielle Integration:
u(x) =x ux)=1

2. -1 4-2.
V'(X) = e4 2:x v(x):—-e4 2:x
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15 40 N
J(x):—X2~e42X—— 42X+J _42xd
2
- _2. _ 1 2-2.
J(X):—X2~e42X—— 42x__'42x
4
-1 4-2.
J(x) = T~e4 2 X-(2~x2 +2:X+ 1)
5.2 25.¢ 2
V:=1-(J3(3) - J(1)) V=m|—— = 26.36
4 4
[*] Definitionen
Rotationskoérper

33—

y-Achse

Abi 2005, Mathematik Technik
13. Klasse, A ll - Lésung
Seite 11 von 14



mathphys-online

Teilaufgabe 4 (8 BE)

2-X 1 —2
Bestimmen Sie fir die Differentialgleichung y' — y- > -—|= > mit x > 0
x“+1 % X +1
die allgemeine Loésung mit der Methode der Variation der Konstanten.

Homogene DGL: y' -y 2x _1). 0
x2 +1
Umformung: y'= y.[ 2x 1
2
X +1
Triviale Losung: y=0
Verwendung Differentialoperator: ﬂ =y. 2 - 1
dx 2 X
X +1
Trennen der Variablen: ﬂ = 2X - l .dx mity=0Ax>0
y x2 +1 X
r ("
. 1 2-X 1
Integration: | —dy= - — dx+k—>|n(|y|):ln(x2+1)—In(x)+3
J y 2 X
X +1
x2 +1
Umformung: In(|y|) =1In + k
X

X +1
In( }Lk x2 1
Delogarithmieren:  |y| = e X - K.
X

2
X 1 .
y>0 y = Ky— mit Ky = e A Ky >0
X
x2 +1 k
y<0 y =Ky mit Ky = —e" AKy <0
X
x2 +1
Mit trivialer Losung: y =K- mit K € IR.
X
x2 +1
Allgemeine Lésung der homogenen DGL.: yH(X) =K.
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2
Variation der Konstanten: y = K(X).X
X2
Ableitungsfunktion: y' = K'(X)-
X2
Vereinfachen: y' = K'(X)-

2 2_ X +1]|2x —=x =1
K'(x)- + K(x)- ra K(X)- .
X
Vereinfachen:
x2 +1 x2 -1 x2 -1
K'(x)- + K(x)- - K(x)-
X 2 2
X X
x2 +1 -2
K‘(X). = >
X X +1
Auflésen: K'(x) = X >
(x + 1)
. -2-X
Integrieren: K(x) = — dx
X+ 1)
Substitution: zZ= x2 +1 E =2-X
dx
f —2-X -1 -1 _
| 2dx:[ —2dz: . 122+1:
-2+
J (x2 + 1) J z
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Resubstitution: K(x) =

X +1

Spezielle Losung des inhomogenen Systems:

(x) = 1 x2+1_1
yp 2 X X
X +1

Allgemeine Lésung des inhomogenen Systems:

x2+1

yA(x):K- + mit K€ IR

X
Graphische Darstellung (in der Priifung nicht verlangt):

2 2

X +1 X +1 1
Kurvenschar: YH(X, K) = K- ya(x,K) = K- +—
X
Scharkurven der allgemeinen Lésung der Scharkurven der allgemeinen Lésung der
homogenen DGL: inhomogenen DGL.:
\jﬂ
AN (2
\ /3" \ /
N R
(] I (]
2 L L 2
< 2 -3 -2 1 2 3 . <
g -4 -3-2-1 10 1 2 3 4 g
-1t
SRR
/ _\3-I \
/ /XW\ \
il
x-Achse x-Achse
—K=2 —K=2
— -K=1 — —-K=1
—K=0 —K=0
— - K=- — - K=-
— K=- —  K=-

Abi 2005, Mathematik Technik
13. Klasse, A ll - Lésung
Seite 14 von 14



