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Abiturprifung Mathematik 13 Technik I made with
e Differentialgleichungen in Anwendungen - Losung

Aufgabe 1: Abi 1999 /Al

Ein erhitzter Korper kiihlt sich im Laufe der Zeit allmahlich auf die konstante Temperatur a (in °C)

seiner Umgebung ab. Seine Temperatur y (in °C) wird zu jedem Zeitpunkt t (in Sekunden) durch y(t)
beschrieben.

a) Bestimmen Sie die allgemeine Gleichung der Abkuhlungskurve y(t), wenn fir den Abkiihlungs-
vorgang folgende Differentialgleichung gilt:

. 2
y'(t) =-b"-(y - a)
d
(y'(t) = d_y ist die Ableitung von y(t) nach der Zeit, der zeitlich konstante Faktor b2
X

beschreibt die physikalisch Beschaffenheit des Korpers.)

b) Der Korper hat zum Zeitpunkt t = 0 eine Temperatur von 40 (°C), wobei die Umgebungstempera-
tur 21 (°C) betragt.

Berechnen Sie den Zeitpunkt, in dem der Korper auf 35 (°C) abgekuhlt ist, fur b2 =6.0-10 3
(ins?1).

Teilaufgabe a)

. 2 dy 2 dy
y'=-b"(y-a & —=-b-(y-2a &

- _b°.dx

Integration: | L dy = I b? dx

Auflésen nach vy:

Day-a>0: y—a:e_b
.k
mit e =K, also K>0

Teilaufgabe b)

Gegeben: Umgebungstemperatur: a=21 Anfangswert: tg=0 yo = 40

y(t,K) =21+ K-e_(6'0’lo_3)'t

y(0,K) =40 - K + 21 = 40 auflésen,K — 19 = K=19
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—0.006-t
e +

Partikulare Lésung: y(t,19) = 19- 21

~0.006-1,, auflésen, tg
¥(tg.19) =35 > 19-e +21=35 — 50.9
Gleitkommazahl , 3

Nach 51 Sekunden betragt die Temperatur des Kérpers nur noch 35°C.
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Aufgabe 2: Abi 2000/ Al

Eine Metallkugel befindet sich in einer mit Ol gefiillten senkrechten Réhre. Zum Zeitpunkt t = 0 wird
die Kugel aus der Ruhelage losgelassen und fallt in der Réhre nach unten. Fir die Geschwindigkeit
v(t) der Kugel zum Zeitpunkt t mit t > O gilt folgende Differentialgleichung: k-v' + v = g-b.

Dabei bedeuten g die MaRzahl der Erdbeschleunigung und k, b > 0 Konstanten, die von der Grol3e
und Dichte der Kugel und der Viskositat und Dichte des Ols abhangen.

a) Bestimmen Sie v(t) mit der Methode der Variation der Konstanten.

—t
[ Ergebnis: v(t) = g~b~[1 _eX j ]

b) Ermitteln Sie das Verhalten von v(t) fir X — oo, und interpretieren Sie das Ergebnis physikalisch.

Teilaufgabe a)

Gegeben ist die DGL: k-v'+v=g-b o V' o+ E = g_b
v v
Homogene DGL: Vi+—=0 o V' = ——
k k
Differentialquotient: ﬂ -y
dt k
Trennen der Variablen: ﬂ = _—1-dt
v

. r 1 -1 t

Integration: | =dv=| —dt+C—>In(v)=C-—
J % k k
t
t |auflosen,v e
Auflésen nach v: In(v)=C - — _ e mit e =D
k |erweitern
t
Allgemeine Lésung der homogenen DGL.: VH(t) =D-e k
t
Variation der Konstanten: Vs(t) =D()-e
t t
. 1

Ableitung: V'g(t) = D'(t)-e K + D(t).(_E)e k
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Einsetzen in die inhomogene DGL: V' o+ v_
k

t t t
DMe <+ D(t)(—%j-e k. %-(D(t)-e "] _9b

t t
Vereinfachen: D'(t)-e = g_kb o D'(t) = g_l'(b.ek
|( t t
: bk bk
Integration: D(t) = J gT-ek dt = gT.k e =gb-e
t
Spezielle Losung der inhomogenen DGL.: vg(t) = g.b.ek e k _ g-b

t

Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL: va(t) =D-e K +9-b

Anfangsbedingung einsetzen: va(0) =0
& D~eo+g-b =0 auflésen,D — -b-g
( t)
- . ) k k
Partikulare Lésung: vp(t)=-b-ge " +gb vp(t)=g-b-\1-e

Teilaufgabe b)

I

t > o

Die Geschwindigkeit der Kugel wird nicht beliebig grofR3er, sie strebt gegen den Wert g-b
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Angenommene Werte fir die graphische Darstellung: g:=10

t
vp(t) = g-b-(l— e k]

Verlauf der Sinkgeschwindigkeit
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Aufgabe 3: Abi 2002 / Al

Zum Zeitpunkt t = 0 besitzen 80 Millionen Einwohner eines Staates 10 Millionen Handys.

Die Anzahl der Handys, die in diesem Staat in Privatbesitz sind, wird durch den Funktionsterm f(t)

beschrieben, wobei t in Jahren gemessen wird.

a) Nach einem vereinfachten Modell gilt fiir die Anzahl der Handys in Privatbesitz in diesem Staat
zum Zeitpunkt t fir t > 0 die Differentialgleichung:

f'(t) = 0.2-(60-106 - f(t)), wobei f'(t) die Ableitung von f(t) nach der Zeit ist.
Leiten Sie aus dieser Differentialgleichung den Funktionsterm f(t) her.
b) Nun soll gelten: f(t) = 60-10° - 50.10%.¢~ 92"
Geben Sie an, welche konkrete Bedeutung die Zahl 60 Millionen in diesem Funktionsterm hat.

Berechnen Sie den Zeitpunkt t, t > 0, an dem 60% der Einwohner dieses Staates ein Handy
besitzen, wobei angenommen wird, dass jeder Einwohner hochstens ein Handy hat.

Teilaufgabe a)

Gegebene DGL: f'(t) = 0.2'(60~1O6 - f(t))

- .. . 6 6
Triviale Lésung: 60-10" - f(t) =0 = f(t) =60-10
Differentialquotient: % = O.2-(60~1O6 - f(t))

t
. df . 6
Trennen der Variablen:. —— =0.2.dt mit  f(t) = 60-10
60.10° — f
. 1
Integration: ——df = J 0.2dt+ k
| (60.10° 1)

—In(|60~106 - f|) =0.2t+Kk

Delogarithmieren: |6o.106 _ f| = g 021K
60.10° ~ >0 60.10° — f = ¢ 021K £(t) = 60-10° - k.o~ 02
K € IR (mit trivialer Losung)
(0) = 10-10° 60-10° - K.e" 929 = 10.10% aufissen K - 50000000
-2
— .t
10

£(t) == 60-10° - 50.10% ¢
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Teilaufgabe b)

2

10

lim (60106 - K-e j — 60000000

t > o

Das heil3t, bei ca 60 Millionen Handys ist der Markt gesattigt.

to

6
tg:=1(0) = 1—O.f(to) ~5 10000000 = 36000000 — 30000000-¢ ° —> 5.In(15) - 5-In(13)

tp = 5:In(15) - 5In(13) = 0.7

80000000y

700000004

60000000

50000000

400000007

300000004

Anazhl der Handys

20000000

10000000
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Aufgabe 4: Abi 2002 / All

Fur einen Laborversuch wird eine Kupfersulfatiésung gebraucht, deren Konzentration y(t) mit der
Zeit t abnimmt. Dazu wird einem Behalter eine Kupfersulfatldsung mit einer bestimmten Konzentra-
tion und dem Volumen V bereitgestellt. Wahrend des Versuchs fliel3t eine weitere Kupfersulfatldsung
mit konstanter Durchflussmenge Q und konstanter Konzentration k, in den Behalter. Gleichzeitig

flieRt die selbe Durchflussmenge Q bereits vermischter Kupfersulfatidésung aus dem Behélter ab. In
dieser Versuchsphase gelte fir die Konzentration y(t) der Kupfersulfatidsung im Behélter die folgende
Differentialgleichung:

y'(t) = %ko - %-y(t) mit Q, kg und V konstant, t > 0.

Ermitteln Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung und bestimmen Sie die Integrations-
konstante C, wenn sich zum Zeitpunkt t = 0 im Behdlter eine Kupfersulfatldsung mit der Konzen-

tration 30% befindet und kO = 24% ist.

_R

. . \%
[ Teilergebnis: y(t) = C-e + kg1

Gegeben ist die DGL: y'+4a-y=0q-kg mit q-= Q
\
Homogene DGL: y'+qy=0
Triviale Lésung: y=0
. . . dy
Differentialquotient: d_ =—q-y
t
. dy
Trennen der Variablen: — = —q-dt
y
| [ 1
Integration: | =dy=| -qdt o In(Jy]) = —q-t+c
J y
Delogarithmieren: ly| = e q-t+c
y>0 = yy=D-e q-t mit K € IR (mit trivialer Lsung)

Variation der Konstanten: yg = D(t)-e~ q-t y's=D'(t)-e at, D(t)-(-q)-e_ q-t

Einsetzen in inhomogene DGL.: y'+qy= q'kO

D'(t)-e at, D(t)-(-q)-e at, q-(D(t)~e_ q't) = -k erweitern — D'(t)-e at- ko-a
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D'(t) = ko-q~eq't Integration: D(t) = J' ko-q-eq‘tdt —> D(t) = k0~eq't
= yS = k0~eq't-e_q’t = ko
=t
Allgemeine Ldsung: yal(t) = D-e_qt + kg & ya(t) =D-e v + kg
ya@=3032 & D-eo+24-% :30-% o D:G-%

Konkreter Funktionsterm:
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Aufgabe 5: Abi 2003/ Al

Die chemische Verbindung Mixoflux zerfallt beim Erhitzen je nach Masse der Probe innerhalb
einiger Minuten. Bei einem Versuch betragt die Anfangsmasse der Probe an Mixoflux 1,00 g.
x sei die in der Zeit t (gemessen in Minuten) zerfallene Masse.

Die zugehdrige Differentialgleichung ist: 2-x' = (1 + x)-(1 —=x) mitx €[0; 1.

dx
Dabei ist x' = E die Ableitung der Funktion x nach der Variablen t.

a) Bestimmen Sie fur die Funktion x einen Funktionsterm x(t).
Auf die Verwendung von Einheiten wird wéhrend der Rechnung verzichtet.

b) Fur einen vollstandigen Zerfall gentigt es im Allgemeinen, wenn 99,9% der Anfangsmenge
zerfallen ist. Nach welcher Zeit tritt dieses Ereignis ein?

Teilaufgabe a)

Gegeben ist die DGL: 2:x'(t) = (1 = x(t)z) mit q-= Q
Y
Differentialquotient: % = 1.(1 +x)-(1-x)
dt 2
. 2.dx .
Trennen der Variablen: —_—— =t mitx €[0; 1]
(1+x)(1-x)
| ( 2
Integration: | ——————dx= 1dt
J 1+x)(1-x)
Patialbruchzerlegung:
2 A B A1-x)+B-(1+x) (A+B)+ (-A+B)-x
= + = =
1+x)(1-x) 1+x 1-x (1+x)(1-x) (1+x)(1-x)
Koeffizientenvergleich:
A+B=2
-A+B=0 A=B 2B=2 = B=1 = A=1

N Jf (e )oce | 1

In(|1+x|)— In(|1—x|):t+c
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mitx €[0; 1] = In(1

Delogarithmieren: Lx _ e
1-x
Auflésen nach x: 1+x=(1- x).e”c o (1 n e”c).x = el 4
t+c
. N e -1
Allgemeine Lésung: XA(t) e p—
t+C
e +1
Anfangsbedingung: xp(0) =0 (Noch kein Mixoflux zerfallen.)
eC -1 C
=0 = e —-1=0 = C=0
c
e +1
t
. -1
Spezielle Lésung: Xp(t) = €
et +1
1.21
< 7.6
x |
= 1T
S l
X |
= 087 :
()
= l
g 067 |
= l
2 0.41 :
2 |
s | |
E 0.2] i
0 Il I2 I3 4 I5 I6 I7 I8 I9 IlO
Zeit t
to
. -1 to to
Teilaufgabe b) xp(to) = 0.999 t =099 & e -1=0999-\e +1
e0+1
‘o to  1.999
= (1-0.999)-e " =1.999 & e =—
0.001
Auflésen: tg = In(1999) tg=76
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Aufgabe 6: Abi 2004 / All

Schliel3t man an eine reale Spule zum Zeitpunkt t = 0 an eine Gleichspannung mit U = U an, dann
gilt fur die Stromstarke J(t) die Differentialgleichung Uy — L-J'(t) — R-J(t) = 0, wobe Uy, Rund L

konstante Gréf3en sind und J'(t) die 1. Ableitung der Stromstarke ist.
Bestimmen Sie mittels Variation der Konstanten die Lésung der Differentialgleichung fir die
Stromstarke J(t) fur die Anfangsbedingung J(0) = O.

Gegeben ist die konkrete DGL: Up-LJI-RJI=0

U
R 0
Umformung: J+—.J=—
L
Lésung Uber die Variation der Konsntanten:
R o .
Homogene DGL: J+—J=0 Triviale Lésung: J=0
L
Differentialquotient: ﬂ = _B J
dt L
Trennen der Variablen: ﬂ = _B.dt mit J = 0
J L
Integration: r 1 R R-t
g | Zdi=| —dt+coIn@=c- —
J J J L L

R
——t+cC ——t
Delogarithmieren: J=e L =C-e L
R
——t
Allgemeine Lésung des homogenen Systems: J(t)=C-e
R
.t
Variation der Konstanten: J=C(t)-e
R
.t

——t
r=c(@e - +C(t)-(—§j.e L
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Einsetzen in die inhomogene DGL:  J' +

R
_T.t R R — - -t UO .
C'(t)-e + C(1)- —r -e + r C(t)-e = T vereinfachen — C'(t)-e

R-t
L

T UO er
Auflosen nach C'(t):  C'(t)-e = T auflésen,C'(t) —

|( R-t R-t
| er L er L
Integrieren: C(t) = J — dt —» C(t) =

Spezielle Losung des inhomogenen Systems:

R-t

R
Uo'e L -—t
J(t) = T .e = —

Allgemeine Lésung des inhomogenen Systems:

Rt
Jty=Ce - o
= . +_
R

o Yo Ug
Anfangsbedingung: J(0) =0 = Ce + ? =0 auflésen,C — —?

R
UO -—t
Partikulare Lésung: Jt)=—\1-e L
R
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- -3 Vs \Y
Konkretes Zahlenbeispiel: L:=15-10 3 XS R:= 15— Ug:= 30V
A A
R t 1000-t
Yo L s
J(@) = E 1-e = -2-A-\e - Jo=2A
Verlauf der Stromstéarke
37

2.5T
< Jo
£ 4 e —
Lo
]
-
s L5
[
€
o 1
&4 I

0.5T

0 O.bOl O.bOZ O.IOOS 0.bO4 O.bOS O.b06
Zeittins
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Aufgabe 7: Abi 2005/ Al

Fur die Zunahme der Population einer bestimmten Pflanzenart gilt die Differentialgleichung:
N'(t) = 0.1-N(t)-(5 — N(t)).

N(t) umfasst hierbei die Anzahl der Pflanzen der Population zum Zeitpunkt t in 1000 fir t > 0.
Dabei gilt: 0 < N(0) < 4.5.

a) Ermitteln Sie die spezielle Losung der Differentialgleichung fur N(0) = N

5~N0-e0'5't

[ M&gliches Ergebnis: N(t) =
0.5t
5- NO A Noe

b) Berechnen Sie allgemein, auf welchen Endwert die Anzahl der Exemplare dieser Pflanzenart auf
lange Sicht anwachsen wird und zu welchem Zeitpunkt t; 90% des Endwertes ereicht werden.

Beschreiben Sie den Einfluss des Anfangswertes N, auf diesen Endwert.

Gegebene DGL: N'=0.1:-N-(5-N)
. . . dN
Differentialquotient: d_ =0.1':N-(6—-N)
t

dN
Trennen der Variablen:  .(5 _ N) =01

[ J
| ———dN=| o.dt

Integration: J N-(5 - N)
Partialbruchzerlegung: _r _A i B _AG-N+BN_5A+B-AN
N.5-N) N 5-N N-(5 - N) N-(5 - N)
_ . 1
Koeffizientenvergleich: 5.A=1 = A==
5
1
B-A=0 = B=A==
5
( 1 1
| 5 5 r 1 1
— dN= | 0.1dt & [ =+ dN=| 0.5dt
N 5-N J N 5-N
Integration: In(|N|)—In(|5—N|):0.5~t+k

Betrag weglassen, da 0 <N < 4.5
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Logarithmus zusammenfassen: In(

N
j =05t+k
N

Delogarithmieren N o0-5-1+K
5-N
Nach N auflésen:
o N = 5.g05 K 05tk - N(l . eO.5~t+k) 5
0.5-t+k 0.5-t
5e 5K-e .
& N(t) = = mit K = ek
108tk 05t
0
. . 5.K-e
Anfangsbedingung einsetzen N(0) = Ng o — =Np
K~e0 +1
Nach K auflosen: 5K = Ng-(K + 1) o (5 - NO)~K = Ng
No
= K=
5-Np
No 05t
5-Ng
In Lésung einsetzen: N(t) =
N
0 .
05t
5-Np
No o541
5 Ny 5-N 5.Ng-e>>"!
Vereinfachen. NG = ~ Mo ~No No€
N 5-N 0.5t
0 ) 0.5-t i1 0 Noe +5-— NO
5-Np
5-N0-e°'5't
Endgultige Lésung: N(t) =
0.5t
No'e +5-— NO
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Graphische Darstellung in der Prufung nicht verlangt.

[

Anfangswert Ng =2 mal 1000

5:Ng-e”>"! 45 - 9.N,
N(t) = tq =2 In| — t; = 5.205
® 0.5t 1 No 1
No'e +5- NO
Zunahme der Population
t
5 T E———
L ___ o e S R A -
‘ o 0.95
a /
N (t0)

Anzahl in 1000 Einheiten

[EnY

to
Zeit t
Teilaufgabe b)
1
S 0.5-t
S.No'eo.S't E.No.e
lim = lim — | = Ilim (5 =5
t— o0 No_e0.5~t+5_ Ng t— o0 &'eo_s.t t— 00
2
l
oo

Der Endwert nach langer Zeit sind 5000 Individuen, unabhangig von der Anzahl der Individuen N,.

0.5t
5:Ng-e
0.9-5= =
0.5t
No'e +5-— NO
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0.5t
& (45:Ng-5:Ng)-e t- 4.5-(Ng - 5)
0.5-t; 45 - 9-Ng
g e = =4
No
45 - 9N,
ty = 2:In| ——— t = 5.205
No
]
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Aufgabe 8: Abi 2006 / Al

Die Geschwindigkeit v(t) eines Korpers im freien Fall mit turbulenter Luftreibung kann durch folgende
. . . . 02 2 2
Differentialgleichung beschrieben werden: E-v' =Cc —-V.
Dabei ist g die konstante Fallbeschleunigung und ¢ eine Konstante, die von der Masse und der
Form der Korpers sowie von der Dichte der Luft abhangt, ¢ und g sind positiv.
a) Bestimmen Sie den Funktionsterm v(t) fir t > 0 unter der Voraussetzung v(0) = 0.
Dabei darf vorausgesetzt werden, dass stets gilt: 0 <v <c.
29,
e ¢ -
[ Ergebnis: v(t) = c-—— ]
29,

C
e +1

b) Berechnen Sie lim v(t) und schlieRen Sie daraus auf die physikalische Bedeutung der
t > o0
Konstanten c.

2
Gegeben ist die DGL: C—-v = 02 - v2
g
dv 02 - v2
Differentialquotient: — = -g
dt 2
c
. dv g
Trennen der Variablen: = —.dt
2 2 2
c -V o
Integration: [ ! dv = [ g dt
2 2 2

Partialbruchzerlegung:

1 A B A(c-v)+B(c+v) (A+B)c+(B-A)v
= + = =
c2—v2 cC+v cCc-V (c+v)-(c—-v) (c+v)(c—-vV)
Koeffizientenvergleich: (A+B)c=1
B-A=0 = A=B

. 1 1 1
= 2-A-c =1 auflésen , A — — A=— B=—
2-:c 2-Cc 2-Cc
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1 1
< 2-c 2-c g
+ dv = — dt
cC+vVv cC—-vV
) ] e
1 1 f 2. ck+2q-t
< + dv=| Z2dt+k>in(c+v)—In(c—v)= 21297
cC+Vv C-V J o c
C+V 2-g-t
In =297 ik
c-V o
2.g-t 2.g9-t
C4v g +k g +k
Delogarithmieren: —e © & c+v=(c-v)e
cC—-V
2-g-t 2.g-t
i 297 k g +k
Auflésen nach v: c
l1+e v=c-e -C
2 2
9 t+k { 9 t+k j
c c
c-e -C e -1)c
V= 2.g-t - 2.g-t
g +k g +k
1+e © 1+e ©
( 2.g.t j
C
. K -1/
Allgemeine Losung:  v(t) = © c
2.g-t
1+Ke ©
Anfangsbedingung einsetzen: v(0)=0
(Keo— 1)-0 0 0
— =0 & Ke -1)-c=0 & Ke -1=0 &
0
1+K-e
2.g-t
e ° —1)c
Partikulére Lésung: v(t) =
2.g-t
1+e ©
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oo
T
2.g-t
2.g-t 5 S
—-e c
e ° —1)c )
lim = lim = lim (¢) =c
t— o0 2-9-t t— o0 2.9t t— o0
c 29 ¢
l+e —-e
c
l
oo

Die Endgeschwindigkeit, die der Korper erreichen kann, ist fast ¢ (Lichtgeschwindigkeit).
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Aufgabe 9: Abi 2006 / All

Beim radioaktiven Zerfall von Uran entsteht Helium. Die zeitabhangige Masse m(t) des Heliums zum
4-m

0
Zeitpunkt t > 0 mit m (0) = 0 erfillt die Differentialgleichung m'(t) = E - m(t) |-X\.

Dabei ist X > 0die Zerfallskonstante, m,ist die Masse des Urans zum Zeitpunkt t = 0 und m’(t)

ist die Ableitung von m (t) nach der Zeit.
a) Bestimmen Sie die spezielle Lésung der Differentialgleichung.

4~m0 —)\-t)

[ Ergebnis: m(t) = 2—35(1 -e ]

b) Ermitteln Sie das Verhalten von m(t) firt — oo. Welche Bedeutung hat dieser Grenzwert fir den
beschriebenen Zerfallsvorgang?

Teilaufgabe a)

Gegebene DGL: msz=|——_mlX\
235
Definition: K= ——
235
. . . dm
Differentialquotient: d_ =(k-m)-X\
t
Trennen der Variablen: d_m = \-dt d_m = _)\-dt
-m m — k

Integration: | . dm = J -Adt & In(|m - k|) =-X\t+c
y)m
Delogarithmieren: Im - k| = WDFC
Da m<k: m-k=-Ce
. .. . - Xt
Allgemeine Ldsung: m()=k-C-e
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Teilaufgabe b)

Einsetzen der Randbedingung: m(0) =0 & k-C

Spezielle Lésung: m() =k -k-e At

m(t) = ﬂ (1— e_xt)

235
0
T
4.-m 4-m
0 A 0
YRR e
t =5 0o L 235 235
4.m
Es entsteht auf lange Sicht eine Masse an Helium.
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Aufgabe 10: Abi 2007 / Al

Bei einer chemischen Reaktion vereinigt sich ein Molekil A mit einem Molekil B zu einem neuen
Molekil AB. In einem Laborversuch sind zu Beginn der Reaktion von beiden Molekilarten jeweils M
Molekiile vorhanden. Die Umsatzvariable N(t) beschreibt die Anzahl der neuen Molekile zum Zeit-
punkt t mit t > 0.

Fur N(t) gilt in guter Naherung die Differentialgleichung =k- (M- N(t))2, wobei k > 0 eine

dN(t)
dt

Konstante ist.
a) Ermitteln Sie die spezielle Losung der separierbaren Differentialgleichung fir N(0) = 0.

2
k-M™-t
Méogliches Ergebnis: N(t) = ———
ke J ®) k-M-t-1 ]
b) Berechnen Sie in Abhangigkeit von k und M, zu welchem Zeitpunkt ty N(t) 99% des Endwertes

erreicht hat.

Teilaufgabe a)

Gegebene DGL: Z—N =k-(M - N)2
t
. dN
Trennen der Variablen: —— =k-.dt N:= N
M- N)?
. 1 1
Integration: —ZdN:J kdt+c—>——=c+k-t
J (M= N) M- N
. 1 . 1
Auflésen nach N: =k-t+ c auflésen,N — M —
M-N c+kt
Allgemeine Losung: N(t) =M -
c+k-t
. 1 ) 1
Anfangsbedingung: N(0) =0 = M - — =0 auflésen,c — M
c
1 M M-(1+ktM)—M  k-M>t
Nt) =M - ——— =M - = =
1+kt-M 1+kt-M 1+k-Mt
— + k-t
M
2
Partikulare Lésung: N(t) = kMt
1+ k-M-t
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Teilaufgabe b)

O
2
k-M™tg i 99.0
N(to) =0.99-M o ———— =0.99-M auflésen,tg - —
1+k-M-tg M-k
99
07 M.k
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Aufgabe 11: Abi 2007 /All

Bei Untersuchungen dartber, wie oft Publikationen zitiert werden, verwendet man zur naherungs-
weisen Bestimmung den Funktionsterm z(t), der die monatliche Anzahl der Zitate in Abhangigkeit von
der Zeit t (in Monaten) angibt, und den Funktionsterm Zz'(t), der die momentane Veranderungsrate

angibt. Dabei stellt man fest, dass gilt: z'(t) = X\ -z(t).

Von einer Publikation wird nun Uber einen gréReren Zeitraum die Anzahl der Zitate pro Monat erfasst.

Dabei ergibt sich: z(6) = 950 und z(10) = 900.

Bestimmen Sie z(t), wenn fir z(t) obige Differentialgleichung gilt.

Gegebene DGL: Z =Xz
. . . dz
Differentialquotient: — =Xz
dt
. dz
Trennen der Variablen: — = X-dt
z
Integration: r

1
| —dz:J Ndt+k > In(z]) = k + 2t

J z

Auflosen nach |z| : |z| = R

Da z > 0gilt fUr die allgemeine L&sung: z(t) = K.e>"t

Einsetzen der Anfangsbedingungen:

z(6) = 950 K-e™® = 950 (1)
z(10) = 900 k-e™10 = 900 (2)
(1) 6-2-10-\ 950 950
- e = — = -4X=In| —
(2) 900 900
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o

1

4

950
dn| —
900

eingesetzt in (1)

)

Partikulare Lésung:

-6

K-e” = =950 auflésen, K —

90254/ 38
— =1030
54

2(t) == 1030.¢~ 20135t

Anzahl der Zitate

1.1x10%T
1x10™]
900]
800]
700]
600]
500]
4001
300]
200]
100]

10

20

30 40 50 60 70 80 90 100110120130140150160170180190200

Zeit t in Monaten
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Aufgabe 12: Abi 2008 / Al

Werden ein Kondensator der Kapazitat C und ein ohmscher Widerstand R in Reihenschaltung an
eine Gleichspannungsquelle der Spannung U angeschlossen, ergibt sich die Differentialgleichung:

c-u
R-C-Q'(1) + Q(t) = =t

Mit den physikalischen Konstanten C, R, T und U fir die Ladung Q(t) auf dem Kondensator.
Bestimmen Sie die spezielle Lésung der Differentialgleichung mithilfe der Variation der Konstanten

fiir Q(0) = 0.

Gegebene inhomogene DGL: R-C.Q'+Q = gm
T

Homogene DGL: RCQ+Q=0
Umformung: Q= - Q
' R-C

Differentialquotient: aQ = _—1.Q

dt R-C
Trennen der Variablen: aQ = _—1~dt

Q RC

. r 1 -1 t

Integration: | —=dQ=| —dt+k>I(Q) =k-——

J Q J R-C C-R

! +k —t
Delogarithmieren: Q= eRC  =keR©C
-t
Allgemeine Ldsung des homogenen Systems: QM = K-eR'C
-t
o . R-C
Variation de Konstanten: Qg(t) = K(t)-e
-t -t
. . . -1

Ableitung: Q) = K'(t)'eR c + K(t)~eR c (R_Cj

Einsetzen in die inhomogene DGL.:

-t -t -t t

. (-1 < CuU . :
RC{K'1)-eNC 1 Kk()-eR C-(R—Cj L K(t)-eRC = 1o CRK()e ===
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t _—

" Cc.R C-Ut . U~t~eCR
C-R-K'(t)-e = auflésen ,K'(t) » ——— =
T T
[ :
- | ute®R
Integration: K(t) = | dt
J R-T
[ t t
C-R C-R
Partielle Integration: I Ute dt = Cue (t-CR
J R-T T
t
— -t
C-R —_—
C-U-e (t-C-R)| R.C C-U:(t- C-R)
Qg(t) = m e - Qg(t) = T

Allgemeine L&sung der inhomogenen DGL:

-t
rR.c C-U(t-C-R)
e "

Qa(t) = Q) + Qg(t) = K- -

Einsetzen der Anfangsbedingung: Qa(0) =0
2
0o, CU@O-CR) ) C°R-U
K-e + — 1 =0 auflésen,K —
2 -1
Partikulare Losung: Qp(t) = c 'R'U.eR-C N CU(t-CR)
T
-1
Cc

Cc-u R.
Qp(t) = T.t -R.C+R-C-e
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Aufgabe 13: Abi 2010 /Al

Fur die Geschwindigkeit v(t) eines Korpers unter dem Einfluss einer zeitlich periodisch wirkenden

Kraft und einer geschwindigkeitsproportionalen Reibungskraft gilt folgende Differentialgleichung:
v'(t) + 2-v(t) = sin(2-t).

Der Korper soll zum Zeitpunkt t = 0 aus der Ruhe heraus starten.

Ermitteln Sie v(t) mithilfe der Methode der Variation der Konstanten.

Gegebene inhomogene DGL:  v' + 2.v = sin(2-1)

Homogene DGL: vi+2v=0
Differentialquotient: ﬂ =-2-v
dt
. dv
Trennen der Variablen: — =-2.dt
%
| [ 1
Integration: | —dv= —2dt+k—>|n(|v|):k—2-t
J %
Dav >0 v=e 2K
Allgemeine Ldsung der homogenen DGL: vl = K-e 2t
_ . -2t
Variation der Konstanten: vg(t) = K(t)-e

Ableitungsfunktion: vig(t) = K'(t)-e 2t + K()-e 2't.(_2)

Einsetzen in die inhomogene DGL: V' + 2.v =sin(2-1)
ke 2t ke 212 + 2 (ke 2 = sin@y > K (0-e 2t = sin(2

¥ K@=sin@Eye"

> K= [ sin(2-t)-e2 ' dt

e (cos (2:1) - sin(2-1))

Partielle Integration: K() = -
4
Spezielle Lésung:
e (cos (21) — sin(2-) | — 2.t sin(2:)  cos(2-)
vg(t) = |- 7 e vg(t) = YR p
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Allgemeine L&sung der inhomogenen DGL:

Va (L, K) = Ke 2t (sin(z.t) ~ cos(2.t)j

4 4

Bestimmung von K durch Einsetzen der Anfangsbedingung: K:=K
0 sin(0) cos(0) . 1
va(0,K) =0 K-e” + - =0 auflésen, K — —
4 4 4

Partikuléare Lésung: Vp(t) =

1
4

_ot (sin(z-t) cos(2~t)j
4 4

Geschwindigkeit v(t)

Zeit t
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Aufgabe 14: Abi 2009 / Al

Ein Kondensator mit der Kapazitat C wird an der Gleichspannungs-
quelle der Spannung U, aufgeladen. Fur die Betrage U, und U, der

Spannungen gilt: U; < Ug . Zum Zeitpunkt t = 0 wird der Schalter
S umgelegt, sodass sich der Kondensator der Kapazitat C tiber
den ohmschen Widerstand R entladen kann. Wahrend des Ent-
ladevorgangs gilt fir den Betrag U = U(t) der Spannung am Kon-
densator die Differentialgleichung U'(t) = a~(U1 - U(t)) mit

du(t) 1
U'(t)=——und a = —.
dt R-C
Berechnen Sie die spezielle Losung U(t) der obigen Differential-
gleichung, falls zum Zeitpunkt t = 0 fur die Spannung am Kon-

densator gilt: U(0) = 3-U;

U=-a(U-U) & —=-a(U-U))

Integration: |( 0 lU dy:J' —-adt
J 1

& In(|U—U1|):—a-t+k

—a-t+k _ —a-t

Auflésen: |U - U1| =e K-e

&  UM)=Up+ Ke &' mitk € IR
U(0) = 3-Uy

einsetzen U(0) =Uq + K~e0 =3-Up

Up +K=3Ug auflésen,K — 2:Uq

a

U = Uy + 2.Up-e 2= U1+ 2627
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Aufgabe 15: Abi 2008 / All

In der folgenden Aufgabe soll die Differentialgleichung fiir die Teilchenzahl n(t) der Tochtersubstanz
eines radioaktiven Mutter-Tochter-Zerfalls untersucht werden. Von der radioaktiven Muttersubstanz
mit der Zerfallskonstanten Xy, > 0 liegen zur Zeit t = 0 N0 Atome vor.

Die ebenfalls radioaktive Tochtersubstanz zerfallt mit der Zerfallskonstanten >\-|- =0.

Fur die Teilchenzahl n(t) der Tochtersubstanz gilt fur t > 0 folgende Differntialgleichung:

-zt
n'(t) =X e = A7-n(1).
a) Bestimmen Sie die Losung n(t) fir Xy = Xy = X mithilfe der Variation der Konstanten, wenn
gilt: n(t) = 0.
b) Losen Sie nun obige Differentialgleichung fur n(t) fur X\y, = Ay, wenn ebenfalls gilt: n(t) = 0.

)N — Ny -t — Ayt
M
[ Ergebnis: n(t) :—~N0'(e M= e i ]
AT - A
c) Begriinden Sie fur den Fall X\, # Ay in Abhangigleit von Xy, und Xy ohne Verwendung vonn'(t),
dass n(t) ein absolutes Maximum besitzt.

Berechnen Sie nun den Zeitpunkt t., -, mithilfe von n'(t).

Teilaufgabe a)

YR

Gegebene inhomogene DGL: n'=X\y-Ng-e M= _ AN
Mit Mg = A = = aNge Mo
M = AT =X\ = n'=X-Ng-e - AN
. . -\t
Inhomogene DGL: n'+ X-n=XNge
Homogene DGL: n"+Xxn=0
. : . dn
Differentialquotient: — =-\n
dt
. dn
Trennen der Variablen: — = -\t
n
| [ 2
Integration: | —dn= —>\dt+k—>ln(|n|):k—>\~t
J n
Dan>0 n=e MUK
Allgemeine Losung des homogenen DGL: ny(t) = Ke M
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Variation der Konstanten: ng(t) = K(t)-e .

At

Ableitungsfunktion: n'g(t) = K'(t)-e At +K)-e V(=N

-t

Einsetzen in die inhomogene DGL.: n' + X\-n= )\~N0~e_
ke Mk e Moy alkme ™ = ANge Mo Km-e M= Ngae
= K'(t) = Ng'X
= K(t) = J( Np-A dt
Integration: K(t) = Ng-2t
Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL:
np() =K-e My, No-X-t-e M
Bestimmung von K durch Einsetzen der Anfangsbedingung: na(0,K) =0
0 0 .
K:=K K-e” + Ng-A\-0-e” = 0 auflésen, K — 0
Partikulére Lésung: np(t) = Np-X-t-e M
' P\ = N0
Teilaufgabe b)
)\T * )\M
. ~ 't
Gegebene inhomogene DGL: n'=X\y-Ng-e ~ AN
Homogene DGL.: n"+Xpn=0
. : . dn
Differentialquotient: — =-A\pn
dt
. dn
Trennen der Variablen: — = Mgt
n
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Integration: | idn:J —>\Tdt+k—>ln(|n|):k—t-)\-|-

- )\Tt+k
Dan>0 n=e
. At
Allgemeine Lésung der homogenen DGL.: ”H(t) = K.e
o ~ At
Variation der Konstanten: ns(t) =K(t)-e

, , At ~Apt
Ableitungsfunktion: n's(t) = K'(t)-e + K(t)-e '(_>‘T)

D W
Einsetzen in die inhomogene DGL.: n'+ Xt-n=X\yNge M

gt At

K'()e | +K{t)e | (™) + xT.(K(t).e_ XT’I) = \y-Nge Mwt

Vereinfacht und aufgeldst:

tAT tN tAT —tay

K‘(t)~e_ = NO'XMe_ M auflésen ,K'(t) — Ng-Xp-e e

(AN
= K(t) :J N0'>\M'e ( i M) dt
t-(M-w)
Integration: ( t~(>\-|——)\M) No- Xy -€
N0>\Me dt =
AT~ A
t-(Mw)
Ng-Ay-e
K(t) =
AT - Ay
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Allgemeine L&sung der inhomogenen DGL:

t-( NN t-(— N
T M M
~ At NoXv-€ ( ) At ~ Ayt NoX\v-€ ( )
na(t) =K-e + e =K-e +
AT - A\ AT - A\
et M Mgt
na(t) =K-e T + ——Nge M

AT~ A

Bestimmung von K durch Einsetzen der Anfangsbedingung: nA(O, K)=0

0 AM 0 ) No-Mv
K:=K K-e"+ —— Ng-e” =0 auflosen, K - —————
AT - M AT -\
A It A — Mgt
Partikulare Lésung: n(t) = ——M~N0-e T + —M~N0-e M
AT -\ AT -\
A At =2yt
M
n(t) = —~N0-(—e T +e M
AT -\
Teilaufgabe c)
Definitionsmenge von n(t): t€e[0; oof
linker Randwert: n) =0
0 0
T T
)N — A7t -y -t
rechter Randwert: lim —M-No(—e T +e M =0

t = 00| M~ M

Funktion ist stetig und besitzt auf dem linken Rand sowie auf dem rechten Rand den Funktionswert
Null, d. h. es muss ein absolutes Maximum geben.

. . AM — A7t ~ 't
Ableitungsfunktion: n'(t) = ———Np:(At-e - A\ve
AT -\
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Horizontale Tangenten:

[

Modellfunktion zu:

n(t) :=

n'(t) =0

At Ayt
)\T'e T —>\M~e M =0
At Ayt
)\Te T :>\M e M
— Nyt
AT _e M
A — A7t
M e T
—=e
M
M
ATt = Ayt = In| —
M
(M = xwy)t=1n ::—T
M
AT
In| —
t al
max —
AT - Ay

Teilchenzahl der Tochtersubstanz

Zeit t
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Aufgabe 16: Abi 2011 /Al

Ein spezieller Fallschirm gehorcht beim Sinkflug folgender Differentialgleichung:

V' = %(25 - vz).

m
Dabei steht v(t) fir die MaRzahl der Geschwindigkeit in — mit 0 <v <5 und t fur die Maf3zahl
s

der Zeit in s mit t > 0.
Ermitteln Sie die spezielle Losung dieser Differentialgleichung fir v(0) = 0.

Gegebene DGL: V' = i-(25 - VZ)
2

Verwendung des Differentialquotienten: av -1 ~(25 - v2)

dt
Separation der Variablen: dv = idt
252 20
Integration: 1 1
g [ ~dv = —-J 1dt
| 2w 20
Partialbruchzerlegung:
1 A B A-(5+V)+B-(5-v) (A-B)-v+5(A+B)
= + = =
25 _y2 S~V S+v 25 _ 2 25 _ 2
Koeffizientenvergleich:
Vorgabe
1
A-B=0 A+B=—
5
10 A B 1 1 1 1
Suchen(A,B) —» = + =— + —-
1 5-v 5+v 10 5-v 10 5+v

10

Durchfiihrung der linken Seite der Integration:

|( ( — jdv=1—lo-(ln(|5+vl>—'n(|5—V|)):Tlo"”(5+vj

1 1
10J 5+v b5-v 5-v

dv =

J 25—v2

Bemerkung: Der Betrag kann wegen der Definitionsmenge von v weggelaseen werden.
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Durchfiihrung der rechten Seite der Integration:

1 t
—-| ldt+C=C+—
20 20

. 1 5+v t
Integralgleichung: —.In =—+C
10 5-v 20

1

Anfangsbedingung: v(0)=0 S

10

|

2

5+0
5-0
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1 5+v t . 5e -5
= —-In = — auflésen,v —» ———
10 5-v 20 t
e2 +1
2
. 5.e” -5
Partikuléare Losung v(t) = > ->
t
e2 +1
[]
Graph der partikularen Lésung
T :
© 1
0 |
<
[&) |
< 1
> |
6
x-Achse
[]

)

0
— + C auflésen,C — 0
20
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Aufgabe 17: Abi 2011 /All

Eine Kugel der Masse m befindet sich in einer Flissigkeit und wird zum Zeitpunkt t = 0 aus der Ruhe
heraus losgelassen. Zum Zeitpunkt t > 0 hat die Kugel eine Strecke der Léange s(t) durchfallen und

besitzt zu diesem Zeitpunkt t die Geschwindigkeit v(t) = s'(t) sowie die Beschleunigung a(t). Im
Folgenden werden zur Vereinfachung nur die Maf3zahlen der physikalischen Gréf3en verwendet.
Fur die Geschwindigkeit v(t) der Kugel gilt die folgende Differentialgleichung:

m-v'(t) = m-g — k-v(t), wobei g und k weitere physikalische Konstanten sind.

a) Bestimmen Sie v(t) mit der Methode der Variation der Konstanten.

b) Fir v(t) einer speziellen Kugel gilt: v(t) = 19.6~(1 -e O'S't) fur t > 0.
Zum Zeitpunkt 6 mit t1 > 0 besitzt die Kugel die Beschleunigung a; = v'(tl)

Zeigen Sie, dass die Zeitdauer T,,, in der sich die Beschleunigung a, halbiert, unabhangig von t;
ist und berechnen Sie T,,.

Ermitteln Sie die Streckenlange, welche die Kugel bis zum Zeitpunkt t = 2,5 durchféllt, auf eine
Nachkommastelle.

Teilaufgabe a)
DGL: m-v'(t) = m-g — k-v(t)

Umformung liefert die inhomogene DGL: v'(t) + L'v(t) =g
m

1. Lésung der homogenen DGL

v'(t) + L'v(t) =0 = tiviale Losung: v(t) =0
m

Differentialquotient: ﬂ + L-v =0
d m

Variable trennen: ﬂ = —L-dt mit v£0
v m

. 1 ( k k-t

Integrieren: | =dv=| —dt+C—>lIn(v)=C-—

J Y, m m

kein Betrag, da v > 0

nilt-
C-m-k-t
. k-t .
Nach y auflésen: In(v) =C - — auflésen,v — e
m
k
c e
Mit D=e "~ > Ofolgt: Vh(t) =D-e m Lésung der homogenen DGL
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2. Lésung der inhomogenen DGL

Variation der Konstanten Vi (1) =D(t)-e

.t ——t
Ableitung durch Anwendung der Produktregel:  v'(t) = D'(t)-e LU D(t)-e m (_Lj
m

Einsetzen in die inhomogene DGL: V' (1) + L'v(t) =g
m

L L LI
D(@M-e " +DM)e " .(—£j+5- Di)e ™ J=g
m m

k k
.t —-t
& D'(ye M =g & D'(ty=g-e™
f k k
| —-t m —-t
Integration: D(t) = J ge™ dt= g.?.em +C
k k
m —t ——t gm
Spezielle Lésung mit C =0 vg(t) = g~?-em e ™ vereinfachen — vg(t) = .

3. Allgemeine L6sung der inhomogenen DGL

V() = vg () + vp (D) = % iDe "

4. Einsetzen der Anfangsbedingung

——.0
-m .m
v(0)=0 & gT +De " =0 auflésen,D — _gT
K t
-Mm -Mm
e yp=2Mm_9m,.m
k k

L
v(t) = %- 1-e M
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Teilaufgabe b)

Funktionsterm: v(t) = 19.6-(1 e 0.50.t)
Beschleunigung: a(t) = d—v(t) _ gg.e 0ot
dt
zu zeigen: a(tl " TH) - ia(tl)
2
—05-(t,+T 1 —-0.5-t
& 9.8-e (12 T) _ E.(9.8..3 1)

~05:; -05Ty 98§ -051
.e = —"-e

4 9.8-e
2
-1
ERLE .
o e =3 auflésen, Ty — In(4) unabhangig von t;
Ty:=1In(4)
Streckenlange allgemein: s(t) = J' v(t)dt+ C= J 19_6.(1 -e O'SO't) dt+ C
25
u . —0.50-t
Streckenlange konkret: So 5= J 19_6-(1 -e )dt Sp5=210

0
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Folgende Darstellungen in der Priifung nicht verlangt:

V() = 19.6-(1 e O'SO't) at) = Lv(t) > 986 00
dt
t t
s(t) = J v(T)dTt = J' 196 %274 106dr s(t) = 19.6:t+ 39.2.e 051 _392
0 0
v(t)-Diagramm a(t)-Diagramm

251 127

pJo; S
> ©
S 15t 5
=l c
c
E 8
% 10t S
o @

st

0 5 10 15
Zeit t Zeit t
[+]
v(t)-Diagramm s(t)-Diagramm

251 25 1007 25

20F -1 = 80 |
= | @ |
Q | (] |
> 15[ | 2  eor |
° ‘ «© |
= I < |
= | g |
S 107 /[ | S 401
N | = |

51/ | 0, S 21

0 5 10 15 5 10 15
Zeit t Zeitt
s(2.5) = 21.031
[+]
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Aufgabe 18: Abi 2013 /Al
Ein 20 cm groRRer Nadelbaum wird zum Zeitpunkt t = 0 gepflanzt. Das weitere Wachstum des
Baumes wird in guter Naherung beschrieben durch die Differentialgleichung
x'(t) = 0.0025-x (t)-(40 — x (t)) mit 0.2 < x < 40.
Dabei ist x (t) die Hohe des Baumes in Metern in Abhéngikeit von der Zeit t in Jahren.

a) Ermitteln Sie die spezielle Lésung der Differentialgleichung.
40
[ Mégliches Ergebnis: x (t) = ]
1+199.¢ 210t

b) Berechnen Sie die Hohe, die der Baum auf lange Sicht erreicht und den Zeitpunkt tq, in dem der

Baum die Halfte seiner maximalen Hohe erreicht hat. Berechnen Sie x'(to) geschickt und inter-

pretieren Sie ihr Ergebnis im Sachzusammenhang.

Teilaufgabe a)

Inhomogene DGL.: x'(t) = 0.0025-x(t)-(40 — x(t))

Verwendung des Differentialquotienten: % = 0.0025-x(t)-(40 — x(t))
t

Trennen der Variablen: d—x i -dt

X-(40 — x) 400

| [ 1
Integralgleichung: | ————dx=| ——dt
J X-(40 — x) J 400
Partialbruchzerlegung: ; = é + B = A-(40 —x) + B-X = 40A+ (B~ A)x
X-(40-x) x 40-x X-(40 - x) X-(40 - x)
- . 1
Koeffizientenvergleich: 40.A=1 = A= —
40
B-A=0 = B:.=—
40
. 1 f 1 1 1
Integration: — | =+ dx = t
40 J X 40 -x 400
1
In(|x|) - In(|40 - x|) =—-t+Kk
10
X 1
0.2<x<40 = In =—14+C
40 - x 10
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t

1 —_—
—-t k 10
X 40-e -e
Auflésen nach x: = ek.e10 auflésen,x —
40 — X t
ek~e10 +1
t
10
. 40-K-e
Allgemeine Losung: x(t,K) = ———
t
K-e10 +1

. . 2 40K 1 . 1
Anfangsbedingung einsetzen:  x(0,K) = — — = — auflésen, K — —

10 K+1 5 199

t
o 1 40 40
Spezielle Losung:  x(t) := x| t, = x(t) =
199)  t -1,
e'® 1 199 1+199.e ™

Teilaufgabe b)

lim 40 — 40 Der Baum ereicht auf Lange Sicht eine H6he von 40 m.
t— o0 _—1~t
1+199.e X0
0
-1 -1
40 0 T
=20 = 2=1+199.e = — =€
g 199
1+199.¢ X0
-1 1 1
& —t=In|— & tg:=-10:In
10 199 199
Zeitpunkt fur die halbe Hohe: to=52.933 gerundet: tg=53
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Anderungsrate: X'(t) := OI—x(t) =

dt

t

796.¢

t 2
199.e 041

-In [ij 796
199 199

4
=—=1
4

=), G

Im 53. Jahr wachst der Baum etwa 1 m.

g(t) = x'(to)-(t - to) + x(t0

)

x-Achse

Wachstumskurve mit Anderungsrate im 53. Jahr

0 10 20 30 40 50 60 70

t-Achse
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Aufgabe 19: Abi 2014/ All

Ein Korper wird fir t > 0 durch eine zeitlich konstante Kraft beschleunigt und unterliegt einer zur

Geschwindigkeit v(t) proportionalen Reibungskraft. Die Bewegung des Korpers wird dabei durch
dv (t

folgende Differentialgleichung beschrieben: 10-v' + v = 40 mit v'(t) = % Die Einheiten fiir

t und v (Sekunde und Meter pro Sekunde) bleiben bei der Rechnung unberticksichtigt.
Bestimmen Sie v(t) fur t > 0 mithilfe der Methode der Variation der Konstanten fur die Anfangs-

bedingung v(0) = 10.

Inhomogene DGL:  10-v' + v = 40 o V' + ~ o 4
10
v dv v o .
Homogene DGL: Vi+ —=0 - = Triviale Losung: v=0
10 dt 10

Trennen der Variablen: ﬂ = _—1~dt mit v = 0

v 10

(1 [ 2

| —dt=] —dt

J \ J 10

. -1 . s
Integration: In(v) = —-t+k (Betrag nicht nétig)
1
- 1
—t+k —t
Delogarithmieren: v=e 10 =K.e 10 mit K € IR.
-1
— .t
Allgemeine Lésung der homogenen DGL.: Vh() =K-e 10
-1
—-t
Variation der Konstanten: vp(t) = K(t)-e 10
-1 -1

— .t — .t
M) =K (1)-e © [2).e10
vp(t)—K(t)e +K(t)(1oje

Einsetzen in inhomogene DGL.:

-1 -1 -1
——t -

10 -1 10 1 10
K'(t)-e + K@) | —|-e + —K(t)-e =4
Q) ()(mj 0 Q)
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1
— .t
Auflésen: K'(t) = 4-e10
f 1 1
Integrieren: K(t) = J 4.e dt = 4-(10)-e
1 -1
— .t —t
Spezielle Losung der inhomogenen DGL.: vp(t) = 4O~e10 e 10 _ 40
-1
— .t
Allgemeine Ldsung der inhomogenen DGL: va(t) =K-e 10 + 40
Anfangsbedingung einsetzen: va(0) =10 RN K+ 40 = 10 & K=-30
-1 -1
—t —-t
. " . 10 10
Spezielle Lésung: va(t) =-30-e + 40 vp(t) =40 -30-e
D
Beschleunigte Bewegung mit Reibung
501
L st s it ittt mi it
Y 301
S
=
> 201
10
0 I2 I4 I6 I8 IlO I12 I14 :IL6 :IL8
tins
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