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Teilaufgabe 1.0
Gegeben ist die Schar der reellen Funktionen f, mit a € IR\ {0} und der maximalen Definitions-

x-1
menge Dfa durch fy(x) = In( 2}
a-Xx

Teilaufgabe 1.1 (4 BE)

Bestimmen Sie Df in Abhéngigkeit von a.
a

X — 1 auflésen, x
a>0 >0 —>1<X Df:]l;oo[
2 annehmen,a>0 a
a-x
X — 1 auflésen, x
a<o0 >0 —->X<0v0<x<l Df:]—oo;O[U]O;l[
2 annehmen,a<0 a

a-X

Teilaufgabe 1.2 (4 BE)
Ermitteln Sie die Anzahl und die Lage der Nullstellen der Funktion f, in Abhangigkeit von a.

_ x-1_ 2
fa(x) =0 e 2—1 & Xx—-1=ax
a-x
1-4a 1
L=
2 2
2 a
& a-Xx —x+1=0 auflésen,x —
VJi1-4a 1
2 2
a
Diskriminante: D(@=1-4a
1

D(a) > 0 auflésen,a > a<—

Xo(a) =

a<irazo0 zwei einf. Nullstellen: x1(a) = lryil-4a 1-vi-4a
4 .
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eine zweifache Nullstelle: X1p =2

I NG

=

a>— keine Nullstellen

Teilaufgabe 1.3 (4 BE)
Bestimmen Sie die erste Ableitung von f, und erlautern Sie, welchen Einfluss die Wahl des Para-

meters a auf den Graphen der Funktion f, hat.

2-X
Teilergebnis: ', (x) = ——
[ ’ a) X-(x — 1) !
Mathcad:
x_1 d X—-2
f(x,a):=1In > i) = Sfixa) = =2
a-x dx X-(x — 1)
f'(x,a) = ax® 1ax’- (x-1)-2-ax 1 ax? - 2.ax’ +2-ax ~ _a-x? + 2.a-x
Xx—1 a2_X4 x—-1 a'xz (X _ ]_).a.x2
a-X-(-x + 2) 2-X
f'(x,a) = . =
(x - 1)-a-x (x-1)x

Die Graphen von f, haben alle die gleiche form und sind gegeneinander parallel zur y-Achse
verschoben.

a<o a>0
1T

y-Achse
y-achse

x-Achse x-Achse
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Teilaufgabe 1.4 (7 BE)
Ermitteln Sie in Abhangigkeit von a die maximalen Intervalle, in denen der Graph von f, streng mo-

noton fallt bzw. steigt, und geben Sie gegebenenfalls Art und Lage des zugehérigen Extrempunktes
an.

f'(x,a) x—2 f'(x) 2o X
,8) > —————— =—0
X-(x=1) X-(x = 1)
D
a>0 Df =]1; oo
a
x=1 X=2
: |
]
: |
Zahler H pos | neg
] I
Nenner ' pos | pos
[}
[}
f'(x) H pos | neg
[}
G; n.d. E sms | smf
! |
]
]
]

G; ist streng monoton steigend in] 1 ; 2] und streng monoton fallend in [ 2 ; oo [.

1 1
f(2,a) = In| — Hochpunkt: HP(2 / In| — |)
4-a 4.a
a<o0 Df =] -o0; 0[U]O; 1] X-(x = 1) >0 auflésen,x - x<0v1<x
a
x#0 X#1

i i
E E G; ist

Zahler pos H pos H streng monoton fallend in] —co; O]
. N und

Nenner pos H neg H streng monoton fallend in] 0; 1[.
] ]
] ]

f'(x) pos H neg H Es gibt keinen Extrempunkt.
] ]
] ]

G; sms ! smf 'on.d.
] ]
] ]
] ]
] ]
] ]

Polstelle '
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Teilaufgabe 1.5 (7 BE)
Nun sei a = 0.25. Untersuchen Sie das Verhalten von fg o5(x) flir x — oo und x — 1 und geben

Sie mit Begriindung die Wertemenge dieser Funktion an. Zeichnen Sie den Graphen der Funktion
fo.25 unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse fur 1 < x <5.

[ x-Achse: 1LE=1cm ; y-Achse: 1LE=5cm; ]

Xx-1 Di=11;
f(x):=In . =115 0]
0.25-x
o0
L.H.
1
. x-1 . 1
lim In = lim In( j = —00
X — 00 0_25.)(2 X —> 00 0.5-x
1 1
00 0
0
T
. X-1 . Xx-1
lim -0 lim In — —00
X—=>1 E.Xz X—=>1 - X2
4 4
l
0.25
In L -0 HP(2/ 0) nur ein Hochpunkt und Grenzwerte: W=] -o; 0]
1
4.=
4
[
0.4
Xd = f(Xd) =
15 -0.12 0.
: 0.2 o u /’2\ 4 5
2.5 -0.04 0 {
_o. AN
3 -0.12 9 o \
3.5 -0.20 5 0 N
4 -0.29 i -0.
4.5 -0.37 o
5 -0.45
-1
-1.
-1.4
x-Achse
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Teilaufgabe 1.6.0

X
t—1
Gegeben ist weiter die Integralfunktion F mit F(x) = Jf In( Zj dt und der Definitionsmenge
0.25-t

2
DE=]1; ool.

Teilaufgabe 1.6.1 (4 BE)
Geben Sie, ohne die Integration durchzufthren, Anzahl und Lage der Nullstellen, eventuelle Extrem-

stellen und Wendestellen des Graphen von F an. Begriinden Sie |hre Ergebnisse.

2
F(2) = |( In t-1 dt=0 = X =2 ist eine Nullstelle von F.
| 0.25.t%
2
t-1
F(x)=f(x) =1In >
0.25-t
F'(x) <0firx €]1; co[\{2} = Gpistim Intervall] 1; oo[ streng monoton fallend

G besitzt keinen Extrempunkt und x = 2ist die einzige Nullstelle von F.

F"(x) = f'(x) = G; besitzt einen Wendepunkt an der Stelle x = 2.

Wegen F(2) =0 und F'(2) = f(2) = 0 ist der Punkt (2/0) Terrassenpunkt von G

Teilaufgabe 1.6.2 (4 BE)
Bestimmen Sie eine integralfreie Darstellung von F(x).

I(x) = [ In( x-1 jdx
J O.25-x2

( x-1 } 2-X
u(x):=1In u'(x) .= ——
X.

0.25-x2

vi(x) =1 v(x) = X

x-1
J(X) = x-In -
(0.25-x2}
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Nebenrechung:

2-X 1 x-1 f 1
parfrac,x — -1 = J(x) =1In — | —1|dx
x—-1 x—-1 2 x—-1
0.25x") |

I :t.In[ - 12j “in(Jt-1]) +t

0.25't

Xx—-1 2-1
F(x):J(x)—J(Z):x-In[ j—|n(|x—1l)+x—[2.ln[ ]—ln(|2—1|)+2]
0.25.x° 0.25.22

x-1
F(x) = x:In > —In(x-=1) +x-(2:In(1) - In(2) + 2)
0.25-x
x-1
F(x) := x:In > —Inx-1)+x-2
0.25-x
[
Graph von F
T
]
]
]
]
057 |
2 h
< 1 [l ]
é:) 1 y T 1
g 0 : 2 4 6
]
]
-0.5T |
]
]
]
]
-1— !
x-Achse

Abi 2004, Mathematik Technik
13. Klasse, A | - Lésung
Seite 6 von 11



mathphys-online

Teilaufgabe 1.7 (4 BE)
Begrinden Sie, dass die Funktion fg o5 im Intervall [ 2 ; oo [ umkehrbar ist. Geben Sie die Defini-

tions- und Wertemenge der zugehdrigen Umkehrfunktion g an. Ermitteln Sie die Steigung der Tan-
gente an den Graphen von g im Punkt P(In(0.75) / 4), ohne den Term der Umkehrfunktion zu be-
stimmen.

Der Graph von f ist im Intervall [ 2 ; oo [ streng monoton fallend.
Di=[2; oof W;=[ —o0; 0]

Umkehrfunktion g:

Dy =[-o0; 0] Wg=[2; oo

1 1 12

u= f'(4) T T o4 o7
4-(4-1)

Steigung der Umkehrfunktion: m -6

Die Steigung der Tangente an den Graphen von g im Punkt P(In (0.75) / 4) betragt —6.

[+

Graphen von Funktion (blau) und Umkehrfunktion (rot)
5T Ve

y-Achse
N

x-Achse
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Teilaufgabe 2 (10 BE)
Bestimmen Sie fur y > 2 die Lésungen der separierbaren Differentialgleichung

2~y'~(x4 3 16) + 6-x-y = 3-x~y2, x € IR so, dass gilt: y(0) = 4.

2
3.X- — 6-X- 3.X-v-(y - 2
2~y'~(x4 + 16) + 6-xy = 3'x~y2 auflésen,y' — % Faktor — %
2-x + 32 2-(x + 16)
Triviale Losung: y=0
y' 3-X

Trennen der Variablen:

V(-2 2.(x* + 16)

f 1 _ 3-x q
| y= —) X (*)

| V'(V‘Z)d J 2-(x4+16

Nebenrechnungen 1:

1 A B _A(y-2+By (A+B)y-2A

y-(y-2) ) y y-2 y-(y -2 y-(y -2

Koeffizientenvergleich:

A+B=0

2A=1 = A=— = B=

4y l.|r (‘_1+ ! )dy—_—1~ln(y)+l-ln(y—2)—l-ln(y_zj
y-(y -2 2 y y-2 2 2 2 y

1

Betrag weglassen, day > 2

Nebenrechnungen 2:
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Einsetzen in (*):

1 y-2 3 x2 k y-2 3 X
—.n| —— |=—-‘arctan| — | + — & In| —— | = —-arctan
2 y 16 4 2 y 8 4

Delogarithmieren :

3 x2 3 x2
—-arctan| — |+k —-arctan| —
y-2_ 8 4 _ 8 4

— =e =K-e
y

Auflésen nach vy:

3 x2
—-arctan| —
4

y—-2= y.K.eS

2

)

Allgemeine Lésung: YA (X, K) =

Anfangsbedingung einsetzen:

Spezielle Lésung:

yg(x) =
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Teilaufgabe 3.0

Bei einem biologischen Experiment wurde die Vermehrung von Schadlingen unter bestimmten
Voraussetzungen untersucht.

Die grafische Auswertung der Versuchsdaten ergaben folgendes Diagramm:

s(t)-Diagramm

16

14

12

10

Anzahl der Schéadlinge s
[0}

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zeit tin Tagen

Man vermutet, dass die Vermehrung durch folgendes Wachstumsgesetz beschrieben werden kann:

150
s(t) =

l+ae o

s: Anzahl der Schéadlinge auf der Beobachtungsfléache
t: Zeit in Tagen
a, b € IR Parameterwerte

Teilaufgabe 3.1 (4 BE)

Bestimmen Sie die Parameterwerte mit Hilfe der grafischen Darstellung und tberprifen Sie das
Gesetz an einem weiteren Messwert.

[ Mégliches Ergebnis: a = 0.14; b = 0.08]

150

s(0) =10 & —0:10 = 15=1+a = a=15-1=14
1+ ae
150 —_b-50 150
s(50) = 200 & ﬁ =120 & 1+ ae =—
1+ae 120
. _5Q. 5 1 1
a einsetzen: 14-e 50-b =—_-1=- -50-b =In| —
4 4 4.14

-1 1
b:=—-In|—|=0.081
50 56
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150
s(t) = 0.08
1+14.¢ 2081
Weiterer Messwert im Diagramm: s(10) = 20
Funktionswert: s(10) = 20.6

Teilaufgabe 3.2 (8 BE)
Berechnen Sie die Vermehrungsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0 und bestimmen Sie, zu
welchem Zeitpunkt die Vermehrungsgeschwindigkeit maximal ist.

Vermehrungsgeschwindigkeit entspricht der Ableitungsfunktion:

_8
100
-150 _ . e
S'(t) = ~l4-e 008t _5.08) s'(t) == 168- .
(1+14.6 0081 -8,
1+14.¢190
s'(0) = 0.747

Die gréRRte Tangentensteigung entspricht der Nullstelle der 2. Ableitungsfunktion:

0.08.6 o.os.t.(l e 0.08-t)2 e 0.08~t.2.[(1 e O'OS't).14~e_ O'OS't.(—o.OS)]

s"(t) = 168-
~0.08-t)*
(1 +14.e )
(-008)-¢” “ (11 146" %%, 25.0.08.¢” OO gm 000
s"(t) = 168- .
(14 14.6-0081)
~0.08-t
168-e .0.08 _ _ ~ ‘
S”(t) = 3 I:_(l + 14e 0.08 t) 1 28.e 0.08 t:|
(1 lde 0.08~t)
~0.08-t
168-e .0.08 008
s"(t) = 3 ~(—1 +14.¢ 008 t)
(1 Clde 0.08~t)
) = - 0.08-t 1 1 1
s"'()=0 <& -1+ 14-e o 008tz — & ti=—.n|— t—33
14 -0.08 14

einfache Nullstelle, also Wendestelle.
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