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Analysis
Differentialr

echnung

Einfuhrung in die Differentialrechnung

1 Der Ableitungsbeqriff

1.1 EinfGhrung
Die Differentialrechnung ermdglicht es, auf der Grundlage des Grenzwertbegriffs Eigen-

schaften von Funktionen zu untersuchen.

Bekannt ist der Funktionswert einer Funktion an einer bestimmten Stelle x,.
Interessant ist nun die Anderung des Funktionswerts, wenn sich das Argument um Ax

andert.

Wegyinm

t-y-Diagramm

Zeittins

1.2 Der Differenzenquotient

Beispiel:

Der bei einer Bewegung eines Korpers zu-
rickgelegte Weg lasst sich durch folgende
Funktion beschreiben:

y(t)=0,5033-t3 —3,Omz-t2 +800.t+10m
S S S

Bemerkungen zur Einheit:

Ruck (engl. jerk): [ j]= ms;
s

Beschleunigung: [a]:m2
s

Geschwindigkeit: [ v |=—
s

Fragestellungen:
Welche Wegstrecke Ay wird in einem be-
stimmten Zeitintervall At zurlickgelegt?

Wie groR sind die Durchschnittsgeschwindig-
keit und die Momentangeschwindigkeit?

Gegeben sei die Funktion f mit f(x)=0,50x> —3x* +8x+10 und x cIR.

907
807
707
607

507

y-Achse

401
307
207

107

Gra

ph von f mit Sekante

0 X1

,,,,,,,,,,,,,,,, <y1,

Steigung der Sekante:

:ﬂ:—y1_yo
AX X, =X,

m

Weiter gilt: y, =f(x,); y, =f(x;);

f(x) = (%)
Xy — X,

Einsetzen: m =

Mit h>0 gilt: x,=x, +h

M f(x, +h)—f(xy) (X, +h)—1(x,)
- X, +h—=X, - h
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Definition 1: Differenzenquotient an der Stelle X,

Ay _ f(x) = f(%,) _ f(xo +h) = f(x,)

Ax X, — X, h

Bezeichnung: Mittlere Anderungsrate im Intervall [ x,; X, |

Definition 2: Differenzenquotient an beliebiger Stelle x.

Ay _f(x)-f(x,) _ f(x+h)-f(x)
Ax  x-x, h

1.3 Der Differentialquotient

Graph von f, Sekanten, Tangente Der Punkt P der Sekante ist fest.

Der Punkt Q der Sekante wandert auf dem
Graphen von f zum Punkt P.

Das bedeutet:

Die Intervallsekante geht in

y-Achse

die Tangente uber und
die Steigung der Sekante geht in

die Steigung der Tangente Uber.

x-Achse

Graph von f
Sekante 1
— - Sekante 2
----- Sekante 3
Tangente
@00 PunktP
000 PunktQ

Fur beliebig kleine h-Werte, also h — 0, entspricht die mittlere Anderungsrate im Intervall
[xo; X, ] der lokalen Anderungsrate an der Stelle x,. Allerdings ist dann die herkdmmliche

Berechnung des Differenzenquotienten nicht mehr maglich.
Mithilfe einer Grenzwertrechnung geht der Differenzenquotient in den

Differentialquotient Uber.
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Definition 1: Differentialquotient an der Stelle Xo.

lim Ay _ lim {M} =lim r(x‘) hi hrz_f(x")} =f'(x,)| (vgl. Merkhilfe Seite 4)

Ax—0 AX  x—Xg X =X, h—0

Bezeichnung: f'(x,) heidt 1. Ableitung der Funktion f an der Stelle xo.

Definition 2: Differentialquotient an beliebiger Stelle x.

jim 2 _ Iim[w} - f'(x)

Ax—0 AX  h—0

Bezeichnung: f'(x)heifldt 1. Ableitung der Funktion f an beliebiger Stelle x.

Symbole: Fur die Ableitung gibt es verschiedene Schreibweisen, die nach ihren Erfindern
benannt sind.

df(x)
Sdx

Leibnitz: =%[f(x)] Cauchy: f'(x) Newton: %(t)=%[f(t)]

Quelle: Historische Portraits, http:/turnbull.mcs.st-and.ac.uk/history/Biogindex.html

Bezeichnung: d% und % werden auch Operatoren genannt

Definition 3:

Eine Funktion f mit x ID, heil3t differenzierbar an der Stelle x,, wenn der Differenzenquo-
tient fir x — x, bzw. fur h— 0 einen Grenzwert hat.

Far den Differentialquotient an der Stelle x, gilt: f'(x,) = dif(xo)
X

Ist die Funktion f auf ganz ID; differenzierbar, so erhalt man eine neue Funktion, die
Ableitungsfunktion f': x> f'(x) A xelD;.
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1.4 Berechnung von Steigungen

Aufgabe 1

Gegeben sind die Funktion f, mit f,(x)=x?, f,(x)=x*+1 und f,(x)=0,5x*, wobei x €IR.

a) Bestimmen Sie den Differenzen- und den Differentialquotienten fir die Funktionen f;.
Geben Sie jeweils die Ableitungsfunktion an.
b) Bestimmen Sie die Tangentensteigungen an den Stellen x, =1; x, =0,5; x, =-15.

c) Zeichnen Sie das Steigungsdreieck fur die Tangente im Punkt P(x,/f,(x,)).

Parabel 1 mit Tangenten

\\ >

4

y-Achse

x-Achse

Graph von f1
Steigungsdreieck
Tangente 1
Tangente 2

— - Tangente 3

@ @ @ Berlihrpunkte

Parabel 2 mit Tangenten
5

\

/
.

/s

y-Achse
~

x-Achse

Graph von 2
Steigungsdreieck 2
Tangente 1

— — Tangente 2
Tangente 3

@ @ @ Berihrpunkte

Differenzenquotient:

By _fi(x+h)—f(x) _ (x+hy

_X2

Ax h h

x> +2xh+h*>-x* h-(2x+h)

h
=2X+h

Differentialquotient:

Ay - fxeh)=f(x)

h—0

lim
Mx—0 AX

1. Ableitung: f,'(x)=2x

Tangentensteigungen:
f,'(1)=2-1=2
f,'(0,5)=2-0,5=1
f,'(-1,5)=2-(-15)=-3

Differenzenquotient:

h

lim [2x+h]=2x

h—0

ﬂ:fz(x+h)—f2(x):(x+h)2+1—(x2+1)

AX h

h

~x*+2xh+h*+1-x*-1_h-(2x+h)

h
=2X+h

Differentialquotient:

A .
lim —y=I|m
Mx—0 AX h—0

1. Ableitung: f,'(x)=2x

Tangentensteigungen:
f,'1)=2-1=2
f,'(0,5)=2-0,5=1

f,'(-15)=2-(-15)=-3

4

f(x+h)—f,(x)
h

h

=lim [2x+h]=2x
h—0
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Parabel 3 mit Tangenten Differenzenquotient:
5 Ay _fy(x+h)=f,(x) _0,5(x+h)*-0,5x
\ 4 / Ax h h
2 2 _ 2 )
\\ / 20,5.x +2xhh+h X 20,5.h (2:+h)
! /
< = .
s / =0,5-(2x+h)
> -
T i Differentialquotient:
N / A
- LAy f,(x+h)-f,(x) . ‘
Bz 2 s | fm R im S = i (05 (2x4h)
o =0,5-2x =x
x-Achse 1. Ableitung: f,'(x) = x
Graph von 3
Steigungsdreieck 3 Tangentensteigungen:
Tangente 1 ,
— - Tangente 2 fy'(1)=1
Tangente 3 f,'(0,5)=0,5
@ @ @ Beriihrpunkte
f,'(-15)=-15
Aufgabe 2

Berechnen Sie von folgenden Funktionen f; die erste Ableitung mithilfe des Differenzen- bzw.
Differentialquotienten:

a) f,(x)=x° b) f,(x)=

Lésung zu Teilaufgabe a)

_ 3 3 3 2 2 33
ﬂ:f4(x+h) f4(x):(x+h) x* _X +3x°h+3xh“+h” —x 3% +3xh
Ax h h h

im 2Y _jim [3x2 +3xh+h2]:3x2

Mx—»0 AX  h-0

Lésung zu Teilaufgabe b)

1 1 Xx—(x+h) -h
Ay fix+h)-f(X) x+h x _ (x+h)-x _(x+h)-x -1 -1
Ax h h h h (x+h)-x x*+hx
Ay 1 1

lim —=lim — =—
Mx—0 AX  h-0 X° +hXx X
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2 Ableitungsregeln (Merkhilfe Seite 4)

2.1 Potenzregel

Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=x". Gesucht ist die Ableitungsfunktion f'(x).
Lésung:

lim ﬂ:”m f(x+h)—f(x):Iim (x+h)" —x
Ax—0 AX  h—0 h h—0 h
T I VS DA L DOV S SN BN L PO S L R
. 1 2 n-1 n
=lim
h—0 h
[ Jx”‘1-h+[ Jx”‘z-h2+...+( j X h"‘1+( ] h"
n-— n
= lim
h—0 h

Allgemeine Regel: | f(x)=x" = f'(x)=n-x""

Beispiele

f,(x)=x> = f,'(x)=3-%x°

f.(x)=x = f'(x)=1-x"=1

Erweiterung der Regel auf negative oder auch gebrochene Exponenten.

Beispiele
1 . =1
f7(x)=;=x1 = f, (x)=—1-x“=7
. oy —2
fs(x)=X—=x2 = f,'(x)=-2 X21—7
1 1 14 1 2 1
f(x)=vx=x2 = f'(X)=—=-Xx2 =—-X2=
2 2 24 9o 1 2
f (X)=3x>=x3 = f. '(X)==.x3 =Z.x3=
10( ) 10( ) 3 3 3%/;
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2.2 Faktorregel

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =a-u(x). Gesucht ist die Ableitungsfunktion f'(x).

im ﬂ: lim f(x+h)—f(x) T a-u(x+h)—-a-u(x) _a-lim u(x +h)—u(x)
Ax—0 AX  h-0 h h—0 h h—0

=a-u'(x)

Aligemeine Regel: [f(x)=a-u(x) = f'(x)=a-u'(x)]

Beispiel
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=a-x" +d, wobei xelR,a,delR,nelIN.
Gesucht ist die Ableitungsfunktion f'(x) mit Begrindung.

Lésung: f'(x)=a-n-x""
Begrindung:
(1) Die multiplikative Konstante a bleibt erhalten.

(2) Der Exponent n erscheint in der Ableitungsfunktion als Faktor vor dem Potenzterm, der
Exponent vermindert sich um eins.

(3) Die additive Konstante d fallt weg.

2.3 Summenregel

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =u(x) + v(x). Gesucht ist die Ableitungsfunktion f'(x).

im By _ im f(x +h)—f(x) _ im [u(x +h)+ v(x +h)] - [u(x) + v(x)]
Mx—0 AX  h—0 h h—0 h

lim u(x +h)—u(x) +lim V(X +h)—v(x)

h—0 h h—0

=u'(x)+ v'(x)

Allgemeine Regel: | f(x)=u(x)+Vv(x) = f'(x)=u'(x)+V'(x)]

Ebenso: f(x)=u(x)-v(x) = f'(xX)=u'(x)—v'(x)

Beispiel
Gegeben ist die ganzrationale Funktion n-ten Grades f mit

f(x)=a,x"+a _, x""'+...+a,x’* +a,x* +a,x+a,, wobei xelR,neIN,a, 0.

Nach den Grenzwertregeln fur Summen und Differenzen folgt fur die Ableitungsfunktion:
f(x)=n-a,x""+(n-1)-a,,x"*+...+3-a,x* +2-a, X + 4,

7
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3 Tangente und Normale an Graphen von Funktionen

3.1 Funktionale Beschreibung

Mithilfe der Ableitungsfunktion f'(x) kann in jedem beliebigen Kurvenpunkt P(xq/f(xo)) die
Steigung der zugehorigen Tangente berechnet werden. Es gilt also fiir die

e Tangentensteigung m in einem Punkt P(xc/f(xo)) des Graphen von f: m=f'(x,)

e Gleichung der Tangente in einem Punkt P(xo/f(xo)) des Graphen von f:

(1) Berechnen der y—Koord. von P: Yo =T(Xo)

(2) Bilden der Ableitung von f(x): f'(x)= dif(x)
X

(3) Ermitteln der Tangentensteigung m: m="f'(x,)

(4) Einsetzen dieser Werte in die Punkt-Steigungsform: y=m -(x - xo) +Y,

Gleichung der Tangente: t(x) =f‘(x0)-(x —x0)+f(x0) (vgl. Merkhilfe Seite 5)

Gleichung der Normalen: n(x)=f )-(x —Xo )+ f(X,)

0

3.2 Typische Tangentenprobleme

Aufgabe 1

Gegeben: Funktion f mit dem Funktionsterm f(x) =%-(x3 -5x% -8x+ 12).

Gesucht: Kurvenpunkte P(xo/f(xo)) mit einer horizontalen (waagrechten) Tangente.

Graph von f M—:1
[ ' = — 2_ J—
P =15 (3x*-10x-8)

/ 15\ f'(x)=0 < 3x*-10x-8=0

10+(-10)° —4-3-(-8) 1014
= Huz = 2.3 G

=0 =—§z—0,7; X, =4;

f(_Zj:ﬂm,s — H(-0,7/15)
3) 27
¥-Achse 18
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Aufgabe 2
Gegeben: Funktion f mit dem Funktionsterm f(x) :%-(x3 -5x% -8x+ 12) .

Gesucht: Gleichung der Tangente t im Kurvenpunkt P(3/7?).

Graph von f
~ 3
A
\1—\

[4h] + \\
£
=
=

¥-Achse
Aufgabe 3

Lésung:
Funktionswert: y, =f(3)=-3

H . f _ 1 2
Ableitung: f(x)_ﬁ-(:%x ~10x-8)

Steigung der Tangente: m=f'(3) = —%

Tangente in Punkt-Steigungsform:
t(x)=f"(3)-(x-3)+f(3)
11
t(x)=——-(x-3)-3
() =—75 (x=3)

t(x):—ﬂx+i
10 10

Gegeben: Funktion f mit dem Funktionsterm f(x)=-x*+x+4 .

Gesucht: Gleichung der Tangente t parallel zur Geraden g(x)=-x+1.

v-Achse

Tangente parallel zur Geraden
B

e

-+

¥-Achse

Lésung:
Waéhle Punkt P € G;: P(u/v)

Funktionswert: v =f(u)=-u* +u+4
Ableitung: f'(x)=-2x+1

Steigung der Tangente: m, =f'(u)=-2u+1
Steigung der Geraden: m = —1
Bedingung: m, =m,(

< -2u+1=-1 < u=1

Tangente: t(x)=m_ - (x —u)+f(u)
t(x)=—(x-1)+4

t(x)=—x+5
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Aufgabe 4
Gegeben: Funktion f mit dem Funktionsterm f(x)=x? + x—2.

Gesucht: Gleichung der Tangente t durch den Punkt Q mit Q ¢ G; .

Tangenten durch Punkt Q Losung:
2..

Wahle Punkt P € G, : P(u/v)
Funktionswert: v =f(u)=u? +u—2

Ableitung: f'(x)=2x+1

Steigung der Tangente: m, =f'(u)=2u+1
Tangente: t(x)=m, - (x —u)+ f(u)
t(x)=(2u+1)-(X-u)+u”+u-2
t(x)=(u+1)x-u*-2

Bedingung: Q € G,

¥-Achse t(-)=-3 < -(Ru+1)-u’-2=-3

& U +2u=0 < u,=0;u,=-2
Tangente 1: t,(x)=x-2
Tangente 2: t,(x)=-3x-6

10
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4 Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

4.1 Einflhrung

Aufgabe
Gegeben ist der Funktionsterm f(x) = %-(x3 -5x% -8x +12) mit x IR

und die Graphen der Funktion f sowie der Ableitungsfunktionen f und .
a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f.

b) Bestimmen Sie die erste Ableitung und deren Nullstellen. Betrachten Sie das Vorzeichen
von f'(x) und die Extremstellen (Stellen extremaler Funktionswerte) von G;. Was kann

man daraus fir den Graphen von f und die Art der Extrempunkte schlieRen?

c) Bestimmen Sie die zweite Ableitungsfunktion f"(x). Betrachten Sie das Vorzeichen von
f"(x) und die Extremstellen von G;. Geben Sie jeweils fur den Hochpunkt und den Tief-
punkt von G das Vorzeichen von f"(x) an.

Teilaufgabe a) f(1)=0 = x, =1
Graph f
oopnen (3 ~5x% ~8x+12): (x~1) = x> ~4x ~12
8 _(X3_X2)
S 2
g ‘4"2 —8x X2~ 4x-12=0
—(=4x" +4x) & (x+2)-(x—6)=0
-12x+12 = X, =—-2; X3 =6;
—(-12x+12)
x-Achse _—
Teilaufgabe b)
Graph von f' , 1 )
pol f(x):ﬁ-(Bx ~10x-8)
o
2 3x2-10x-8=0
[3] I 1 1 |
T -4-2 6 8 10+.,100-4-3-(-8) 10+14
-27 X2 = =
6 6
— & 2
x1_—§; X, =4;
x-Achse
Teilaufgabe c)
Graph von f" 1
- f"(x)=—-(6x-10
4 (x) 10 ( )
o 2t :
@ Flachstelle:
5} I } } } |
< _4 —
3 % f'(x)=0 < 6x-100=0 < xfzgm,?
— 4
x-Achse

11
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Zu Teilaufgabe b)

X1 und x, sind die Stellen mit horizontalen Tangenten. Damit konnen die Koordinaten
der Extrempunkte H und T des Graphen von f bestimmt werden.

An den Nullstellen von f'(x) andert sich das Monotonieverhalten von Gs.
Wechselt f'(x) das Vorzeichen von
positiv nach negativ, ergibt sich ein Hochpunkt: f(—gj = % ~15 = H(-0,7/15)

negativ nach positiv, ergibt sich ein Tiefpunkt: ~ f(4)= —% ~-3,6 = T(4/-3,6)

12
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4.2 Monotonie

Definition der Monotonie
Eine Funktion f sei definiert auf einem Intervall 1=[a;b] mit x,,x, €. Es gelte: x, <X,.

Gilt fur die Funktionswerte f(x,)<f(x,), so heidt fim Intervall [a;b] streng monoton zu-
nehmend, der Graph der Funktion f streng monoton steigend (kurz: sms).

Gilt fur die Funktionswerte f(x,)>f(x,), so heidt fim Intervall [a;b] streng monoton ab-
nehmend, der Graph der Funktion streng monoton fallend (kurz: smf).

"Bergauf" "Bergab"
‘ ‘ *2

y-Achse
y-Achse
A

x-Achse x-Achse

Monotonie-Kriterium

Ist f'(x)>0, so ist der Graph der Funktion f streng monoton steigend
Ist f'(x) <0, so ist der Graph der Funktion f streng monoton fallend

Maximale Monotonieintervalle

Gilt f'(x,)=0 far einzelne Stellen X, , so ist der Graph der Funktion im Sinne der Definition
dennoch streng monoton steigend bzw. streng monoton fallend.

13
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Beispiele

Gegeben sind Graphen der Funktionen fi(x) und f'(x).

Geben Sie jeweils die Nullstelle der 1. Ableitung an und die maximalen Monotonieintervalle.

Beispiel 1

N K _3

y-Achse

x-Achse

Graph von f1
— - Graphvon f1'

Nullstelle von f;": x, =2 einfach

Gy ist streng monoton fallend in ;2] u.

Gy, ist streng monoton steigend in [2; oo[ .

Beispiel 2

I

y-Achse

x-Achse

Graph von 2

— - Graphvonf2'

Nullstelle von f,": x, =2 einfach

Gy, ist streng monoton steigend in |-; 2] u.

Gy, ist streng monoton fallend in [2; oo[ .

Beispiel 3 Beispiel 4
a1 ‘ 5T ‘
O 2
L ! 1 I
3] ! 4 ! ;
| |
2] ; fa-x\ ol
=+ l ot l f
[) ! o f I
] ! » |
< . | , | 5 1 N .3
Q I T T T T 1 Q j 1 |
$ -2-1of1 2 3 4 < ; N/
—1T ! H— e !
l -34+140 1 2 3 4
2t | [ At |
| |
= £
4 | N
x-Achse x-Achse
Graph von f3 Graph von f4
— — Graph von f3' — - Graphvon f4'

Nullstelle von f3": x, =2 zweifach NS von fs: x, =—1 einfach, x, =2 zweifach,

Gy ist streng monoton steigend in IR . Gy ist streng monoton fallend in ]—oo; —1] u.

Gy ist streng monoton steigend in [—1; oo[.

14
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4.3 Krimmung

Definition der Krimmung

Der Graph einer Funktion f heil3t in einem Intervall 1= [a;b] linksgekrimmt (kurz: Ik),

wenn die Steigung der Tangente streng monoton zunimmt.
Der Graph einer Funktion f heilt in einem Intervall 1= [a;b] rechtsgekrimmt (kurz: rk),

wenn die Steigung der Tangente im Intervall | streng monoton abnimmt.

Bemerkung: Die Krimmung wird auch als die Steigung der Steigung bezeichnet.

Linkskurve Rechtskurve

12T 127

10T 10T

81 8T
(0] (0]
(7] (%)

S S et
< <
> >

41 4T

21 2T

0 2 4 6 8 10 12 0 12
x-Achse

Kriterium der Krimmung

Der Graph der Funktion f hei3t linksgekriimmt, wenn fur alle x, € [a, b] gilt: f"(x,)>0.
Der Graph der Funktion f heilt rechtsgekrimmt, wenn flr alle x, € [a, b] gilt: f"(x,)<0.

Der Graph der Funktion f besitzt eine Flachstelle x,, wenn f"(x,)=0.

Maximale Krimmungsintervalle

Gilt f"(x,)=0 far einzelne Stellen x,, so ist der Graph der Funktion im Sinne der Definition
dennoch linksgekrimmt bzw. rechtsgekrimmt.

15
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Beispiele
Gegeben sind Graphen der Funktionen fj(x) und f;”(x).
Geben Sie jeweils Lage und Art der Nullstellen der 2. Ableitung an und die maximalen

Krimmungsintervalle.

Beispiel 1

y-Achse

x-Achse

Graph von f1
— — Graphvon f1"

Nullstellen von f;”: x, =-2 einfach; x, =3 einfach;
Gy ist linksgekrimmt in ]—o0; — 2], Gy ist rechtsgekriimmt in [-2; 3] und

Gy ist linksgekrimmt in [3; oof .

Beispiel 2
1

y-Achse

x-Achse

Graph von 2
— - Graphvonf2"

Nullstellen von f,”: x, =-2 einfach; x, =3 zweifach;
Gy, ist rechtsgekriimmt in ]-o0; — 2] und Gy, ist linksgekriimmt in [-2; oo .

16
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4.4 Lokale (relative) Extrema und Extrempunkte

Definition

Besitzt die Ableitungsfunktion f(x) eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel, so andert sich das
Monotonieverhalten:

Wechselt der Graph von f an der Stelle x, sein Monotonieverhalten von streng monoton stei-
gend nach streng monoton fallend, so heif3t
Yo = f(x,) lokales Maximum und der Punkt (xo / f(xo)) lokaler Hochpunkt.

Wechselt der Graph von f an der Stelle x, sein Monotonieverhalten von streng monoton
fallend nach streng monoton steigend, so heift
Yo = f(x,) lokales Minimum und (xo / f(xo)) lokaler Tiefpunkt.

Bestimmung lokaler Extrema und Extrempunkie

1. Schritt: Notwendige Bedingung f'(x)=0.
D. h.: Aufsuchen der Stellen mit horizontaler Tangente

2. Schritt: Hinreichende Bedingung:
Die 1. Ableitung hat eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel
Nachweis der Art des relativen Extremums Uber das Monotoniekriterium oder
Uber das Krummungsverhalten.

3. Schritt: Fir den Extrempunkt Berechnung der y-Koordinate.

4.5 Flachpunkt und Wendepunkt

Definition Flachpunkt und Wendepunkt

Der Graph der Funktion f ist besitzt an der Stelle x, eine Flachstelle, wenn f’(xo) = 0 gilt.
Der zugehorige Kurvenpunkt (xo / (X)) heidt Flachpunkt.

Ein Flachpunkt hei3t Wendepunkt, wenn sich dort das Krimmungsverhalten andert.
Ein Wendepunkt mit horizontaler Tangente heift Terrassenpunkt.

Nachweis fur den Wendepunkt

1. Schritt: Notwendige Bedingung f"(x)=0

2. Schritt: Hinreichende Bedingung
Die 2. Ableitung hat eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel,
das heildt, dass sich das Krimmungsverhalten andert.

3. Schritt: Berechnung der y-Koordinate

Nachweis fiir den Terrassenpunkt

f'(X,)=0 A f"(x,)=0 und Xxo ist Nullstelle der 2. Ableitung mit Vorzeichenwechsel
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Aufgabe 1
Gegeben ist der Funktionsterm f(x) = % , (x3 -3x%-9x+ 6) mit x IR

sowie die Graphen der Funktion f und der Ableitungsfunktionen f und .

a) Bestimmen Sie das Monotonieverhalten und Lage und Art der Extremstellen.
b) Bestimmen Sie das Krimmungsverhalten und Lage und Art der Flachstellen.
c) Bestimmen Sie die Art und die Koordinaten der markierten Punkte von Gz.

Teilaufgabe a)
Graph von f' 1 ) 1 )
3T f(x):a(3x —6x—9)=5-(x -2x-3)
f'(x)=0=x*-2x-3=0<(x+1)-(x-3)=0
§ — —t — x1:_1;x2:3;
g -3-2-% /0 1 2/3 4 5
< Gy ist streng monoton steigend in ]—oo; —1],
-2 Gy ist streng monoton fallend in [-1; 3],
- 37
4 Gy ist streng monoton steigend in [3; oo[ .
= rel. Hochpunkt an der Stelle x, =-1.
x-Achse = rel. Tiefpunkt an der Stelle x, = 3.
Graph von f " Teilaufgabe b)
3r f"(x)=x-1
f'(x)=0 < x-1=0
E —t X =T
g 123 45 Gy ist rechtsgekriimmt in ]-o0; 1],
>
G ist linksgekrimmt in [1; oo[.
=  Wendepunkt an der Stelle x, =1.
x-Achse
Graph von f Teilaufgabe c)
3T
Al Hochpunk: f(—1)=%z1,8; = H(-1/1,8)
1 : - #3y=_! _ 35 _
s /‘\\ o / Tiefpunkt: f(3)= 5= 3,5, = T(3/-3,5)
S -3-2-1 5
L -1 Wendepunkt: f(1)=—€z—0,8; = W(1/-0,8)
- 27
3T
— 4
x-Achse

18
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Aufgabe 2

Gegeben ist der Funktionsterm f(x) = —%-(x4 -13x® +55%x% -75 x) mit x IR

sowie die Graphen der Funktion f und der Ableitungsfunktionen f und .
a) Bestimmen Sie Lage und Art der Nullstellen.
b) Bestimmen Sie die maximalen Monotonie- und Krimmungsintervalle.
c) Bestimmen Sie Lage und Art aller markierten Punkte.

Runden Sie, falls nétig, jeweils auf zwei Nachkommastellen.

Graph von f'
.
3t
ot
b
< 1T
[&]
< —t
> -2-1
1T
— 2--
— 3—-
x-Achse
Graph von f"
.
3t
ot
b
< 1T
[&]
<I L 1
> -2-110
1T
— 2--
— 3—-
x-Achse
Graph von f
57
pis
3t
b
< 2T
<
< 1
x-Achse

Nullstellen: f(x)=0

Ausklammern und Polynomdivision liefert:
X, =0 einfach, x, =3 einfach;
X, =5 zweifach;

1. Ableitung:

' _ 1 3 2
f(x)_—g-(4x -39 +110x-75)

Hor. Tangenten: f'(x)=0

Raten: x;, =5; also Polynomdivision:
) - 2
f(x)——g-(x—5)-(4x ~19x+15)

4x* —19x+15=0= Xgy =1; Xg3 :175:3,75
Gy ist streng monoton steigend in ]—oo; 1] ,
Gy ist streng monoton fallend in [1; 3,75],

Gy ist streng monoton steigend in [3,75;5] und

Gy ist streng monoton fallend in [5;oo[,

rel. Hochpunkt: f(1)=4; H,(1/4)

rel. Tiefpunkt: f(3,75)=-0,55; T(3,75/-0,55)
rel. Hochpunkt: f(5)=0; H,(5/0)

2. Ableitung:

" _ 1 2
i (x)——g-(12x ~78x+110)
Nullstellen von f’(x): 12x* —=78x+110=0
Xwi =2,07; Xy, =4,43;
Gy ist rechtsgekrimmt in ]-o; 2,07],
Gy ist linksgekrimmt in [2,07; 4,43] und
Gy ist rechtsgekrimmt in [4,43; oo .

Wendepunkt: f(2,07)=2,07; W,(2,07/2,07)
Wendepunkt: f(4,43)=-0,26; W,(4,43/-0,26)
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Aufgabe 3
Gegeben ist der Funktionsterm f(x) = ﬁ(Z x®> +35x* +200x* + 520 x2) mit x IR

sowie die Graphen der Funktionen fund .

a) Bestimmen Sie das Kriimmungsverhalten und Lage und Art der markierten Punkte.
b) Bestimmen Sie jeweils eine Gleichung der Tangente in den markierten Punkten von G;.
c) Beschreiben Sie jeweils die geometrische Besonderheit der Tangente.

Graph von "
10T
st
61
[0
2 4t
<
0§ 2]
-12-10-8-6 -4 -2
- 2T
— 4
x-Achse
Graph von f
10T
st
6t
[0
2 41
<
< 21
-12{10-8-6 -4 -2 4
- 2T
— 4
x-Achse
Graph von f mit Tangenten
] 107
at
6
(0]
2 a1
<
N 21
— gL
-12{10-8-6 —4\—2 2 4
- 2T ~
A
4
x-Achse

1. Ableitung:
f'(x)=i-(x4 +14x3 +60 x> +104x)
100

2. Ableitung:
f"(x):i-(zx3 +21x° +60x + 52)
50

Flachstellen: f"(x)=0

<2x3 +21x2 +60x+52=0

Raten: f"(—2):5—10-(—16+84—120+52):0

X, =-2

Polynomdivision liefert:

" _ 1 2
f (x)_%-(x+2)(2x +17x+26)
Weitere Flachstellen: 2x? +17x+26 =0
X, =—-2; X, =—6,5;
= X, =-2 zweifach; x, =—6,5 einfach;

Gy ist rechtsgekrimmt in |-o0; —6,5] und

Gy ist linksgekrimmt in [—6,5; oo .
Wendepunkt: f(-6,5)=6,31; = W(-6,5/6,3)
Flachpunkt: f(-2)=0,98; = F(-2/0.98)

Tangenten:
t,(x)=f'(-6,5)-(x+6,5)+f(-6,5)

t,(x)=-2,01x-6,73
Tangente durchsetzt den Graphen von f.

t-(x)=f'(-2)-(x+2)+f(-2)
t-(x)=-0,64x-0,30
Tangente berthrt den Graphen von f.
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4.5 Zusammenfassung der Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen

Umfassende Untersuchung von Funktionen und ihren Graphen auf bestimmte Eigenschaf-
ten.

Graph von f mit besonderen Punkten

rel. Hochpunkt

Wendepunlkt

Terrassenpunkt

v-Achse

Wendepunlkt

Mullstelle

Mullstelle
_g -7 4 ' '

Mullstelle

-3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6

rel. Tiefpunkt _al

¥-Achse

e Verhalten fir x — 4+ oo

Symmetrieeigenschaften des Graphen
Nullstellen

Monotoniebereiche

Relative Extrempunkte
Krimmungsverhalten

Flachpunkte oder Wendepunkte
Zeichnen des Graphen mit Wertetabelle

Beispiel fur ,Mathe-Freaks”

Gegeben ist eine Funktion f mit dem Funktionsterm
f(x):i- -2x° +5x* +80x> —250x* + 250 x +
20000

Bestimmen Sie die Monotonieeigenschaften, Art und Lage (nur x-Werte) der relativen
Extrempunkte, das Krimmungsverhalten, Wendepunkte und den Terrassenpunkt.

@j, XeIR

Hinweis:
Nullstellen durch Intervallhalbierung ndherungsweise bestimmen.
Der Graph Gt hat an der Stelle x, =1 einen Terrassenpunkt. Uberlegen Sie sich, was dies

fur die erste bzw. zweite Ableitungsfunktion bedeutet.
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4.6 Anwendungen in der Physik

Definitionen zur Kinematik

Gegeben ist der zeitliche Ablauf des Weges eines Massenpunktes in x-Richtung in funktiona-
ler Darstellung: x(t)

Momentane Geschwindigkeit des Massenpunktes:  v(t) = >.<(t) = %[x(t)]
. oo 2
Momentane Beschleunigung eines Massenpunktes: a(t) = v(t) = %[v(t)] =x(t) = %[x(t)]

Momentane Anderungsrate der Beschleunigung, der Ruck: j(t) = é(t) = %[a(t)]

Beispiel 1: Geradlinige Bewegung mit konstanter Beschleunigung

Ortskoordinate zum Zeitpunkt t: X(t) =X, +V, - t+ %ao t?
Momentante Geschwindigkeit: v(t) = >.<(t) =V, +a,-t
Momentante Beschleunigung: a(t)= \./(t) =a,

Beispiel 2: Geradlinige Bewegung mit nicht konstanter Beschleunigung (vgl. 1.1)

Ortskoordinate zum Zeitpunktt:  y(t)=0,50 2 -t 3,02 .+ +8,0™ -t +10m
S S S

Momentangeschwindigkeit: viy=y(t)=1501 .22 600 .t+800
s s s
. y m m
Momentante Beschleunigung: a(t)=v(t)=3,00—-t-6,0—
s s

907 Ruck: j(t) = a(t) = 3,0023
80T }
707
60T
507
401
307
201

1

10

feittins
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Aufgabe 1

Gegeben sind die Bewegungsgleichungen x(t) und y(t) fir den Massenschwerpunkt eines
Korpers, der in der Hohe H mit der Anfangsgeschwindigkeit v, in horizontaler Richtung unter
Vernachlassigung des Luftwiderstandes weggeworfen wird:

() x(t)=v,t A (2) y(t):H—%g.tz.

a) Bestimmen Sie die Bahnkurve y(x) mit allgemeinen GroRen.

b) Bestimmen Sie die Auftreffstelle und den Auftreffwinkel mit allgemeinen Gré3en mithilfe
der Differentialrechnung.

c) Erstellen Sie eine Zeichnung der Bahnkurve mit Tangente an der Auftreffstelle fur
H=30m; v, =20™; g=9,810;
S S

Aufgabe 2

Gegeben sind die Bewegungsgleichungen x(t) und y(t) fir den Massenschwerpunkt eines
Korpers, der im Koordinatenursprung mit der Anfangsgeschwindigkeit vo unter dem Abwurf-
winkel a unter Vernachlassigung des Luftwiderstandes weggeworfen wird:

(1) x(t)=cos(a)-v,-t A (2) y(t)=sin(a)-v, 't—%g-tz.

a) Bestimmen Sie die Bahnkurve y(x) mit allgemeinen GréfRen.
b) Bestimmen Sie die hochsten Punkt der Bahnkurve mithilfe der Differentialrechnung.

c) Erstellen Sie eine Zeichnung der Bahnkurve mit Tangente an der Abwurfstelle fir

a=60°; v, =20"; g=9,810;
S S
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