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Abiturprifung Berufliche Oberschule 2017 I made with
e Mathematik 13 Technik - A ll - L6sung mit CAS

Teilaufgabe 1

1 +
Gegeben ist die Funktion f, mit f_ (x) = > mit a € IR und der maximalen Defini-
x-(1-In(a-x))

tionsmenge Df cIR.
a

Teilaufgabe 1.1 (8 BE)

e
Zeigen Sie, dass gilt: Df = IR+ \{ —}. Ermitteln Sie ohne CAS das Verhalten von f_ (x)
a a

fir x — 0. Ermitteln Sie auBerdem die Gleichungen aller Asymptoten des Gaphen von fa -

Nullstellen des Nenners:

0
x-(1- In(a~x))2 =0 auflésen,x —| e
a
e
. = D, =IR\{—}
aufldsen, x fa a
a-x>0 — 0 <X
annehmen,a>0
oo
T L' Hosp.
1 -t
. 1 . X ) X
|Im+ 2:I|m+—2:I|m+
x>0 x.(1-In(ax)) x>0 (1-In(a-x)) x>0" 2.(1-In(ax)—-a
a-x
l
oo oo
1T L'Hosp.
1 -t
. X . X . 1
= lim —— = lim — = lim — =
x>0t 2(-In@x) ot L gt 2
a-x
l
oo
= senkrechte Asymptote: x =0
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1
T
. 1
lim N > annehmen,a>0 — o
e ‘(1-In(a
L& x(1-In(@x)
a
! !
€ 00
a
e
= senkrechte Asymptote: x=—
a
. 1
lim -0 = waagrechte Asymptote: y =0
x = 00 x-(1 - In(a-x))*
! !
o0 o0

Teilaufgabe 1.2 (10 BE)
Ermitteln Sie ohne CAS das Monotonieverhalten des Graphen von f, sowie die Art und die
Koordinaten des Extrempunktes des Graphen von f, in Abhangigkeit von a.

[ Teilergebnis: ', (x) = 1+In(a-x) |

x2.(1- In(@-x))>

—1-[1-(1 ~In(ax)? + x-2-(1 - In (a-x))~_—1-a}
00 = a-x

x%.(1 - In(a-x)*

—(1-In(a-x))-(1 - In(a-x) — 2) —(-In(a-x) - 1)
fa(X) = =

x%.(1 - In(a-x)* x%.(1 - In(a-x)°

1+ In(a-x)

f'o(x) =
T 21 m@x)®
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Horizontale Tangenten:

-1
e
1+ In(a-x) = 0 auflésen,x — —
a

[+

Zahler nicht definiert

Nenner nicht definiert

f'(x) nicht definiert

G; nicht definiert sml’: sms smf
i
]
TP Asymptote
. , 1
Gy ist streng monoton fallend in] 0; —]
e-a

1 e
Gy ist streng monoton steigend in[ — ; — [
ea a

; 1) 1 _ea _ea
e-a 4

1 ( ( 1))2 (1+1)°2
—|1l-Inja—
e-a e-a

Tiefpunkt: Tp(i, e~a)

Gy ist streng monoton fallend in] —; oo [

ea 4
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Teilaufgabe 1.3 (6 BE)
Der Graph von f, hat genau eine Tangente t, , die durch den Ursprung verlauft. Ermitteln Sie die

Koordinaten des zugehdrigen Bertihrpunktes B, und die Gleichung der Tangente t, in Abhangig-

keit von a.

1
[ Teilergebnis: xg = —1
a

Steigung der Tangente:

1+ In(a-xo)

x02~(1 —In (a-xo))3

ta(X) = f‘(xo)-(x - x0> + f(xo)

f(xo) =

Tangente durch den Ursprung: f'(xo>-(—x0) + f(xo) =0 & f(xo) = f‘(xo)-xo

f(Xo,a) = f‘(xo, a).xo auflésen,xqg — 1

a
FRICHRED
t(x,a)=f|—,a||x——|+fl —,
a a a

1
t(x,a) = a+ az-(x— —j = a2-x
a
BerlUhrpunkt: B(— , aj
a

Fur die folgenden Teilaufgaben gilta=1.

Teilaufgabe 1.4 (5 BE)
Zeichnen Sie den Graphen von f; im Bereich 0 <x <8 unter Verwendung aller bisherigen

Ergebnisse in ein kartesisches Koordinatensystem (1 LE = 1 cm). Tragen Sie auch die zugehérigen
Asymptoten und die Tangente t; aus 1.3 ein.

1 1 e
00 = f(x.1) = ———— () = x TP(—,—)
x-(In(x) - 1)
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D
| Xq = f1(xq) =
0.5 0.7
x=0 /
{ G 1
/ t 1.5 1.89
6 / 2 5.31
_ 2.5 57.08
o)
3 34.28
3 J /
§ 4 35 4.47
> l / 4 1.68
4.5 0.87
/ 5 0.54
4 5.5 0.37
T Gfl 6 0.27
y :lo lX =e 6.5 0.2
2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 ool
7.5 0.13
x-Achse
8 0.11
Teilaufgabe 1.5 (6 BE)
Der Graph von f; , die Gerade mit der Gleichung x = 1 und die Koordinatenachsen schlief3en im
I. Quadanten eine Flache ein, die sich nach oben ins Unendliche erstreckt.
Ermitteln Sie ohne CAS die MafRzahl des Flacheninhalts dieser Flache.
1
.f 1
A= lim N | — dx
a—-0 J x-(In(x) - 1)
a
| !
F(x) = | — dx
J x-(In(x) - 1)
. 1
Substitution: z=In(x)-1 gz =— dx = x-dz
dx x
. 1 1 - -1
Einsetzen: [ ~dz= s
2 -2+ 1 z
J z
T -1 1
Resubstitution: F(x) =

In(x) -1 - 1-1In(x)

A= lim ( = - = j: lim (1—;) =1
a0 1-In(1) 1-In(a) PN 1-1In(a)
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Teilaufgabe 1.6 (5 BE)

Gegeben ist nun die Funktion g mit g (x) = arctan (fl(x)) mit der Definitionsmenge Dg = IR\ {e}.

Ermitteln Sie das Monotonieverhalten des Graphen von g sowie das Verhalten der Funktionswerte
g(x) an den Réandern von Dy

1
g(x) = actan(f,(x) g'(x) = ——f'1(x)
( ! ) 1+ (fl(x)) !

Das Vorzeichen von g'(x) entspricht dem Vorzeichen von f'4 (x).

1
G, ist streng monoton fallendin] 0; — ]
9 e-a

1 e
G, ist streng monoton steigend in[ —; — |
g e-a

Gg ist streng monoton fallend in ]

® |

.w[

i = .
lim N arctan (fl(x)> = arctan(oo) = 5
Xx—>0

lim arctan (fl(x)> = arctan(0) =0
X — 00

™ ™
lim arctan (fl(x)> = arctan(o0) = — lim N arctan (fl(x)> = arctan(o0) = —
X—>e 2 X—>e 2

Teilaufgabe 2.0

4-\/; +

Gegeben ist weiter die Funktion h mit h(x) = mit der Definitionsmenge Dy, = IR .

X +3

Teilaufgabe 2.1 (6 BE)
Begriinden Sie, warum die Funktion p mit p(x) = h(x) mit der Definitionsmenge D, = [1; oo [

_ 1
umkehrbar ist. Ermitteln Sie die Steigung der Tangente an den Graphen von p 1 im Punkt Q( 7 | ?).

44/ x

x2+3

p(x) =

d 2 8-X . 6-(x2 - 1)
p'(X) = —p(x) = - . vereinfachen —» ——
dx

N I Vil
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p'(x) >0 auflésen,x - 0<x<1

p'(x) <0 auflésen,x — 1<x

G, ist streng monoton fallend in [1; o [, also umkehrbar.

=
1 |auflésen,x
p(x) == -9
7 |annehmen,x>1
: 1 441
Steigung der Tangente: my=—==—-—"—
p'(9) 10
[
(]
2
Q
<
>
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Teilaufgabe 2.2 (5 BE)

Der Graph von h, die x-Achse und die Gerade mit der Gleichung x = 3 schliel3en eine Flache A ein.
Bei der Rotation der Flache A um die x-Achse entsteht ein Rotationskoérper.

Berechnen Sie ohne CAS die Maf3zahl des Volumens des Rotationskorpers.

1.2T \3
1 |
o 0.8] |
S o6t ‘
< ‘
> 0.4 ;
0.2]
—J -~ - ! \r—|
0 1 2 3 4
x-Achse
3 3
2 16-x
V=mx| (h(x)) dx=m- —de
0 J (x2 + 3)
0
Substitution; zZ = x2 +3 ? =2.x dx = S_Z
X -X
[ 16-x r 8 8 -2+1 -8
—dx = —dz= =
2 | 2 -2+1 z

Resubstitution:

F(x) =
X +3
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Teilaufgabe 3 (9 BE)

Gegeben ist die Differenzialgleichung y'-sin(x) + y-cos(x) = (x2 + 2)-sin(x) mitx €]0; m|.
Bestimmen Sie ohne CAS die allgemeine Lésung der Differenzialgleichung mit der Methode der
Variation der Konstanten.

Homogene DGL: y'-sin(x) + y-cos(x) =0
Triviale Lsung: y=0
auflésen: y'=- .COS(X)

sin (x)

Trennen der Variablen: l.dy = _c?s ) .dx
y sin(x)
. r 1 ( cos (x)
Integration: | —dy=| — dx
J y J sin(x)
In(lyl) = -In(sin (x))
—In(si k 1 . k
y>0 y=e n(sin(x))+ :S|n—(x)K1 mit K1:e >0
—In(si k 1 . k
y <0 y=-e n(sin(x))+ :sin—(x).Kz mit Ky =-e" <0
Mit trivialer Losung: yH(X) = K- 1 mit K € IR
sin(x)
Variation der Konstanten:  y_(x) = K(x)-—
P sin (x)
-1
y'p(x) = K'(X)-— + K(X)-————-cos (x)
sin(x) (sin (X))
Inhomogene DGL: y'-sin(x) + y-cos(x) = (x2 + 2)~sin(x)
Einsetzen:
-1 . 2 .
K'(X)-— + K(X)-———-cos (x) [-sin(X) + K(X)-— -cos(Xx) = (x + 2)~S|n(x)
sin(x) (sin (x)) sin(x)
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Vereinfachen:

K'(x) + K(x)- -cos(X) = (x2 + 2)~sin(x)

(sin(x)) cos(x) + K(X)'sin(x)

K'(x) = (x2 + 2)~sin(x)

K(x) = [ (x2 + 2>~sin(x) dx

u(x):x2+2 u'(x) = 2-x
v'(X) = sin(x) v (X) = —cos(x)

J' (x2 + 2)~sin(x) dx = (x2 + 2)~(—cos(x)) + J' 2-x-(cos (x)) dx

u(x) = 2-x u'(x) =2

v'(X) = cos(x) v(X) = sin(x)
J' (x2 + 2)~sin(x) dx = (x2 + 2)~(—cos(x)) + 2:x-sin(x) — J 2-sin(x) dx

= K(x)= (x2 + 2)-(—cos(x)) + 2-X-sin(x) + 2-cos(x)

—x2-cos(x) + 2-X-sin(x) x2 cos (x)
= — . +

Einsetzen: yp() = sin(x) sin(x)

2-X

2 cos (x)

Allgemeine Lésung: X) = K- +
YAl) =K sin(x)
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